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Udvozlink a Kvantum Kiildetésen!

Az dthetes kiildetésiink célja, hogy elsajatitsd a kvantuminformati-
ka alapjait. A végére meg fogod érteni mik azok a kvantumbitek és
kvantumalgoritmusok és, hogy mire is jok. Utkozben 6sszebaratkoz-
hatsz Alizzal és Botival, akik 2058-ban élnek és (akarcsak te) tanitas utan
kvantumszamitogépekkel biitykolnek. Mig a tudésok ma még labora-
toriumokban épitik a valodi kvantumszamitégépeket, 2058-ra a kvan-
tumszamitdégépek mindenhol ott lesznek, még a zsebedben is! Azonban,
mint minden technolégiat, igy a kvantumszamitégépeket sem mindenki
hasznélja j6 célokra, ezért segitened kell két baratodnak, Aliznak és Boti-
nak, hogy kiilonboz6 tritkkoket kiotolve megvédjék magukat a gonosz
hacker, Eva drméanykodésaitél. Sok szerencsét a kiildetéshez!

Szivélyes kvantum-iidvozlettel,
Maris Ozols & Michael Walter

Tanacs az olvasdnak

Ajegyzetben sok (zold szoveg dobozba keretezett) gyakorlo feladatot és (pirosba keretezett) hazi
feladatot talaltok. A gyakorlo feladatok arra szolgdlnak, hogy menet kdzben kiprébald mennyire
sajatitottad el az olvasott anyagot, és mindegyikhez taldlsz megoldast is a fejezetek végén.
A hazi feladatokat pedig az online kurzus sordn hétr6l-hétre lehet beadni. Néhany feladat
,opciondlis” jelzéssel van elldtva — gy gondoljuk, hogy ezek nem feltétleniil sziikségesek a
kurzus kovetéséhez, de hasznosak kiegészit6é gyakorlasra. Néhany feladatot pedig , csillagos”
jelzéssel is ellattunk — ezek egy kicsit nehezebbek a tobbinél!

Koszonetnyilvanitas

Szeretnénk koszonetet mondani az online kurzus lebonyolitdsdban val6é kozrem{ikodésért segi-
téinknek: Doutzen Abma, Sebastian Bach, Valerie Bettaque, Amalia Bottger, Milo Camardese,
Arjan Cornelissen, Bas Dirkse, Oliver Dorogi, Jari Egbers, Yassine Ferjani, Marten Folkertsma,
Koen Groenland, Galina Pass, Philip Verduyn Lunel, Anurudh Peduri, Simon Schmidt, Quinten
Tupker, Mees de Vries, Jordi Weggemans, Peter Ypma. Héldsak vagyunk tovdbba Craig Gid-
neynek, a QUIRK kvantumszimulator megalkotdjanak, aminek alapjan a QUIRKY-t készitettiik.
Végiil szeretnénk koszonetet mondani minden lelkes didknak, aki részt vett az online kurzuson.
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1. Kiildetés: A véletlen megzabolazasa

Udvézliink A Kvantum Kiildetés elsé hetében — izgalmas kaland el6tt allsz!

A kvantuminformatika leny{igtz6 téma, amely konnyen magaval ragadhatja a képzeletet. A
{6 forrasa annak, amiért ennyire leny(igoz6, az a kvantumvildg furcsasdga. Azonban ez egyben
a f6 forrdsa a zavarodottsagunknak is. Valéban, nem nehéz belegabalyodni a kvantumvilag
furcsasdgaiba vagy eltévedni egy kvantumszamitdgép exponencidlisan nagy allapottérében.
Hogy elkeriild ezeket a problémakat, el6szor fel kell késziilnod azzal, hogy megismerkedsz a
valészintiségek vildgaval. Ha egyszer mar a valoszintiségek mestere vagy, akkor képes leszel
kinyitni az ajt6t a kvantumvilag felé is!

Az els6 kiildetés célja, hogy megismerd a valészintiségeket és a val§szintiségi biteket: mik a
val6szintiségi bit dllapotai, mik az engedélyezett mtiveletek rajta, és hogyan tudunk informéciot
nyerni egy val8szintiségi bitb6l mérés altal? A masodik kiildetés 6 fokusza a kvantumbitek
lesznek, amelyek nagyon hasonlitanak a val8szintiségi bitekre.

1.1. Véletlen bitek

A val6szintiségek arra szolgdlnak, hogy mennyiségi becslést adjunk események bekovetkezési
esélyeirdl — minél valésziniibb egy esemény, annél nagyobb a valészintisége. Egy biztosan be-
kovetkez esemény valdszintisége 1 (valdban, 100% az esélye), mig egy soha be nem kovetkez6
esemény valdszinfisége 0.

Példaként gondolhatunk egy pénzérme feldobédsara. Ha feldobsz egy érmét és kezeddel
lefeded anélkiil, hogy rdnéznél, két lehetséges esemény van — az érme ,fejet” vagy ,irdst”
mutat. Egy szabdlyos érménél a két esemény egyenld valdszintiséggel kovetkezik be, tehat
mindkettShoz 3 = 0,50 azaz 50% valészintiséget rendeliink (ezt jeloli @ az 1.1. dbran). Az
érme azonban lehet torzitott is, és nagyobb valdszintiséggel esik egyik oldaldra, mint a mdsikra.
Attol fliggben, hogy mennyire torzitott, elképzelhetiink egy egész spektrumot: egy rendkiviil
torzitott érme mindig ,fejet” mutathat, mig egy masik mindig ,irast” (lasd ) és @ az 1.1. dbra
bal és jobb oldalan). Az els6 érme val6szintisége, hogy , irdst” mutat, 0 (mivel mindig , fejet”
mutat), mig a masodiké 1.

0= 0% 3 = 50% 1=100%
minciig fej ﬁfti;ﬁfti mindig irds

1.1. dbra.  Egy val6szintiségi bit, amely egy véletlenszer(i szamdr érme allapotat irja le. A ,fej”
oldal egy szamadr fejével, mig az ,irds” oldal egy szamar farkaval van megjelolve. (Ennek az
oka, hogy angolul a , head” és ,tail” (farok) kifejezést hasznéljdk a ,fej” és ,irds” helyett.)

Mivel nem akarunk kiilonféle forméajt és méreti érmék pontos konstrukciéjarol gondol-
kodni, érdemes a pénzfeldobas leirasara szolgél6 informacidkat absztrahdlni. Ezt gy érjiik el,
hogy a ,fej” és ,irds” eseményeket a bitek 0 és 1 értékeivel tarsitjuk. Ekkor egy pénzfeldobast
két valdszintiséggel irhatunk le: A pg valdszintiséggel, hogy az eredmény 0 (,fej”), és a p;
val6szintiséggel, hogy az eredmény 1 (,irds”). Egy ilyen bit, amely a két lehetséges értékét
meghatédrozott valdszintiségekkel veszi fel, valdszintiségi bitnek nevezik. Ne feledd, hogy a
két valoszintiség po, p1 > 0 sziikségszerfien 1-re 6sszegzddik: po 4+ p1 = 1. Ha az érme, mint a
fentebbi példaban, szabdlyos, akkor, mint fent leirtuk, pg = p1 = % kell, hogy legyen.
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Eszrevetted, hogy elég lenne py és p; koziil csak az egyik val6szintiséget megadni, mivel
mindkettd megkaphat6 a masikbol? A tisztasag érdekében mindig megadjuk mindkett6t, és

vektorként iI'jLIl( le:
Po 1.1
P <P1>' D

Ezt a vektort val6szintiségi eloszlasnak vagy a val6szintiségi bit dllapotdnak nevezziik. Ez
a vektor jelolés nemcsak praktikus, hogy az Osszes valdszintiséget egy szép tdblazatban ab-
rdzoljuk, hanem lehet6vé teszi szamunkra egy val8szintiségi bit geometriai megjelenitését is.
Ezenkiviil segit nekiink parhuzamokat latni a valészintiségi bitek és a kvantumbitek kozott.
Azokat az allapotokat, amelyeknél az eredmény mindig 0 (,,fej”, (®) vagy mindig 1 (,,irds”,
@®), determinisztikusnak nevezziik. Ez megfelel a fentebb térgyalt ,rendkiviil torzitott” ér-
méknek, ahol a pénzfeldobds eredménye determinisztikus, azaz elére meghatarozott melyik
oldala fog felfelé mutatni az érmének a dobast kovetden. Az 1.1 egyenletnek megfelelSen ezek
az allapotok megfelelnek azoknak a valészintiségi eloszlasoknak, ahol pg = 1, p; = O illetve
po = 0, p1 = 1. Mivel ezeket az allapotokat gyakran haszndljuk, érdemes bevezetni a kovetkezd

roviditést:
=) w=(9). 12

Ez a jelolés kezdetben egy kicsit zavaro lehet, de elképzelheted [0] és [1] mint &) és @ vagy
mint [fej] és [irds|, ha ugy tetszik.

Ez a két allapot képezi az Osszes allapot bazisat. Ez azt jelenti, hogy az 6sszes tobbi dllapotot
ezen két allapot linearis kombindcidjaként irhatjuk fel. Konkrétan:

()= 0+ Q)= wierin

Mivel az dllapotok vektorok, egy kétdimenziés koordindta-rendszerben dbrézolhatjuk 6ket. A
val6szintiségi bit lehetséges allapotai pontosan megfelelnek annak a szakasznak, amely a bit
determinisztikus &llapotainak megfeleld [0] és [1] pontok kozott van (lasd 1.2. dbra).

P1,
1
Mo
. po+pr=1
2
[0]
0o 1 1
2 Po

1.2. dbra. A kék szakasz megfelel a val6szinfiségi bit allapotainak.

1.1. Gyakorl6 feladat: A kék szakasz megértése

Az 1.2. dbra szerint a val6szintiségi bit lehetséges dllapotai egy szakaszt alkotnak. Gondold
at, hogy ez miért van, és prébalj meg vélaszolni a kovetkezé kérdésekre:

1. Miért fekszenek egy val6szinfiségi bit lehetséges allapotai egy vonalon?

2. Miért ér véget ez a vonal a koordinéta tengelyeken és nem megy tovabb?



3. A szakaszon melyik pont felel meg egy szabalyos érmének?

1.1.1. Valészintiiségek szorzasa

Ha feldobsz két érmét, mi a val6szintisége annak, hogy mindkét érme "fej" lesz? Tegyiik fel,
hogy a két érmét val6szintiségi bitekkel irjuk le

a = <Z‘1’> b= (Z?) (1.4)

ahol a 0 kimenetel a "fejnek" felel meg, az 1 kimenetel pedig az "irdsnak". Ekkor az a érme
esetében a "fej" valdszintisége ap, mig a b érme esetében by. (Nem feltételezziik, hogy az érmék
tisztességesek, igy ezek a val6szintiségek nem feltétlentil 50%-ok.) Annak a valészintisége, hogy
mindkét érme egyszerre "fejet" mutat, az az egyes események valészintiségének dsszeszorzdsdval
kaphat6é meg;:

poo = aobo. (1.5)

Vegyiik észre, hogy poo < ag és poo < by, mivel ap < 1és by < 1. Ez érthetd, hiszen annak a
valészintisége, hogy mindkét érme egyszerre "fejet" mutat, nem lehet nagyobb (s6t, ataldban
kisebb), mint annak a valdszintisége, hogy az egyik konkrét érme "fejet" mutat. Hasonl6an
kiszamithatjuk az 6sszes tobbi fej és irds kombindcié valdszinfiségét. A négy esetet az alabbi
tdblazatban foglaljuk ossze:

poo = aobo,  por = aobi,

1.6)
p1o = aibo, p11 = a1bs. (

Két eseményt fiiggetlennek neveziink, ha azok két kiilonboz6 forrdsbol szarmaznak, és
az egyik bekovetkezése semmit nem 4rul el a masik bekovetkezésérsl. Altaldban az ilyen
helyzeteket az "és" széval irjuk le. Példaul: "az elsé érme fej és a masodik érme iras". A
valoszinfiségeket Osszeszorozzuk, ha azt szeretnénk megtudni, hogy két fiiggetlen esemény
egyszerre tortént-e.

1.2. Gyakorl6 feladat: Val6szintiségek szorzasa

Alice unatkozik matekdran, és elkezdi nézni a digitalis 6rdjat. Az 6rdjanak masodperckijel-
z6je U0 és 59 kozott mutathat értékeket. Tegyiik fel, hogy Alice a kdvetkez6 percen beliil
valamelyik véletlenszerfi pillanatban rdnéz az 6rdja masodpercmutatéjara.

1. Mekkora a valészintisége annak, hogy 80-t 14t?
2. Mekkora a valoszin(isége annak, hogy az utols6 szamjegy 0 ?
3. Mekkora a valészintisége annak, hogy az els6 szamjegy U ?

4. Indokold meg, hogy a szamjegyek miért fliggetlenek egymastol. Ellendrizd az 1.
kérdésre adott vdlaszodat a 2. és 3. kérdések val6szintiségeinek szorzaséaval.

1.1.2. Valészintiiségek dsszeaddsa

Most nézziik a kdvetkezd, valamivel bonyolultabb problémat. Tegyiik fel Gjra, hogy feldobod
az a és b érméket. Mekkora a valdszintisége annak, hogy mindkét érme ugyanazt az eredményt

mutatja? Ez kétféleképpen torténhet meg — vagy mindkét érme "fej", vagy mindkét érme "iras".
Mar tudjuk az 1.6. egyenlet alapjan, hogy e két egyedi esemény valdszintiségei a kovetkezdk:

poo = aobo, p11 = a1bs.



Ekkor annak a valészinfiségét, hogy e két esemény egyike bekovetkezik, a valoszintiségek
Osszeaddsdval kapjuk meg:
poo + p11 = aobo + a1by. (L7)

Ha egy kisérlet tobb kiilondllé kimenetelét 6sszevonod, akkor a valészintiségeik 6sszead6d-
nak. Az ilyen kombinalt eseményeket altalaban a ,vagy” széval lehet leirni. Példdul: ,mindkét
érme fej vagy mindkét érme irds”. Vigyazat: ez csak akkor miikodik, ha a lehetéségekben nincs
atfedés!

1.3. Gyakorlé feladat: Valésziniiségek dsszeaddsa

Boti is unatkozik matekéran. Eszreveszi, hogy Aliz az 6rajat bamulja, ezért & is ranéz
a sajat ordjara. Meglepetésére az 6rdja masodperckijelzgje 44t mutat, amit Boti nagyon
val6szintitlennek tart. Mekkora a valészintisége annak, hogy mindkét szamjegy ugyanaz,
ha Boti egy véletlenszerfi pillanatban ranéz az 6rdjara egy percen beliil?

Most, hogy mér tudod, mikor kell valészintiségeket 0sszeadni és mikor kell szorozni,
probéld meg megoldani az els6 hazi feladatodat!

1.1. Hazi feladat: Ellenkez6 érmék

Aliz két érmét dob fel, melyeket a-nak és b-nek hivunk, a kovetkez6 valészintiségi eloszla-

sokkal:
_ (2/3 y_ (3/4
T=1\1/3)" ~\1/4)"

Mekkora a valészintisége annak, hogy a két érme ellentétes eredményt mutat?

1.1.3. Véletlent hasznalo szamitiasok

Van egyéltaldn haszna a val6szin{iségi biteknek a szdmitasokban? Elsére tgy ttinhet, hogy
nem kiilondsebben hasznosak, mivel egy hagyoményos bit 0 és 1 értékei hatdrozott ismeretet
képviselnek, mig egy valszintiségi bit értékei kizelitd ismeretet (vagy az ismeret hidnyit) fejezik
ki. Miért pazarolndm a szamitégépem tarhelyét olyan val&szintiségi bitek taroldsara, amelyek az
informéaci6 hidnyat tiikrozik, ha helyette tarolhatndm a tényleges informaciét, még ha az hianyos
is? A val6szintiségi bitek elénye, hogy pontosabban képviselik a részleges ismeretet — ha nem
tudsz valamit, jobb beismerni, és véletlenszerfien tippelni, mint igy tenni, mintha biztosan
tudnad a helyes vélaszt. Ezt szemlélteti az alabbi probléma, ahol Alice szamdrrobotjdnak
dontést kell hoznia anélkiil, hogy teljes informdciéval rendelkezne.

1.2. Hazi feladat: Aliz szamara

Aliz Ggy akarja programozni a szamarrobotjat, hogy az

onalléan el tudjon menni egy toltéallomasra, és feltolt- 2
se magat. Harom kozeli dllomds van, mindegyik 1 km S
tavolsdgra a szamartol, amelyek egy egyenld oldalt ha- 1 km

romszoget alkotnak, a szamadrral a kozepén. Aliz szamara
csak annyi akkumulatorral rendelkezik, hogy 2,8 km-t
tudjon megtenni.

Aliz egy programot fog feltdlteni a szamaras robotjdra,
amely megmondja neki, hova menjen, azonban tudja,
hogy gonosz osztélytarsa, Eva megprébalja szabotélni &t.
Mivel Eva mindent el tud olvasni, ami a Wi-Fi-n keresztiil
keriil tovabbitasra, Eva is lathatja, milyen programot tolt




fel Aliz. Ezért, miutdn a programot feltoltotte, Aliz le fogja csatlakoztatni a szamaréat a
Wi-Fi-r6l, hogy Eva ne tudja kovetni a mozgasat. Mikozben a szamar sétél, Eva csak dgy
tudja szabotélni, hogy feltori és letiltja azokat a tolt6allomdasokat, melyek meglatogatasara
be van programozva. Eva azonban csak két 4llomast tud leéllitani, miel6tt a behatolasat
észlelik. Mivel Eva nem tudja kovetni a szamdr mozgdsat, csak Aliz programja alapjan kell
dontenie, melyik két toltéallomast tiltja le.

Kérdések:

1. Hany toltéallomast tud meglatogatni a szamar, miel6tt lemeriil az akkumulétora?

2. Tegyiik fel, hogy Aliz G4gy programozza be a szamarat, hogy az egy elére meghataro-
zott sorrendben latogassa az allomasokat. Meg tudja Eva akadalyozni, hogy eljusson
egy miikod6 toltsallomashoz? Ne feledd, hogy Eva teljes hozzaféréssel rendelkezik
Aliz programjahoz, igy tudja, milyen sorrendben van beprogramozva a szamar az
allomésok meglatogatdsara.

3. Tegyiik fel, hogy Aliz gy programozza be a szamarat, hogy az véletlenszertien
dontse el, hova megy. (Bar Eva latja, hogy Aliz ezt programozta be, nem tudja
elére megjosolni, milyen dontéseket fog hozni a szamdr, miutdn elindul.) Milyen
véletlenszerti stratégiat kellene Aliznak feltoltenie a szamadrra, és milyen hackelési
stratégiat kellene Evanak alkalmaznia ennek ellenstilyozasara? Mi a valészintisége
annak, hogy Aliz szamara sikeresen elér egy miikodé toltéallomast, ha mind Aliz,
mind Eva optimalis stratégidkat alkalmaznak?

1.2. Miiveletek egy valdszintiségi biten

Miutédn az informéciébiteket vektorokkal irtuk fel, ezeken a biteken végrehajtott mtiveleteket
linedris transzformacidkkal is felirhatjuk, és a linedris algebra eszkozeit hasznédlhatjuk. Példaul

"oz e

vegyiik azt a m{iveletet, amely a szamdrérme "fejét" és "frasat" cseréli fel:

(1.8)

Az 1.2. egyenlet jelolését hasznélva igy is irhatjuk:
NOT [0] = [1], NOT [1] = [0]. (1.9)

Figyeljiik meg, hogy a NOT p roviditése a NOT(p)-nek — mindkettd azt jelenti, hogy a
NOT mtivelet egy p vektoron hat.! Altaldban nagybettikkel fogjuk irni a mtiveleteket, hogy
megkiilonboztessiik Sket a szamoktol és vektoroktol.

Akércsak az 1.2. egyenletben, a [0] és [1] vektorok a val6szintiségi bit determinisztikus
dllapotait, a 0-t és az 1-et képviselik. Mivel a NOT miivelet kicseréli ezt a két vektort, negélja a

Hrhatnank agy is, hogy NOT - p, mivel ez a mivelet valéjaban egy matrix-vektor szorzésnak felel meg.


https://video.uva.nl/media/0_jec4jgbr

bit értékét. Pontosan ezért neveztiik "NOT"-nak — ez a logikai negaciét jelenti! A NOT mfivelet
egy egyszer(i alkalmazdsa az adatok bevitele a szdmitoégépbe. Ha a szamitégéped Osszes bitje
kezdetben 0-ra van allitva, néhdnyat 1-re valtoztathatsz az adatok beviteléhez — ez gyakran a
szamitds els6 lépése.

Hogyan definialjuk a NOT mfiveletet egy valSszintiségi biten p = ( 5‘1’ )? po valoszintiséggel
a bit nulla, és egyesre vélt. p; valészintiséggel a bit egyes, és nullara valt. Igy a NOT mtivelet
hatdsa egy val6szintiségi biten egyszertien:

NOT (5(1’) - (Z;) : (1.10)

Ez kiilondsen az 1.9. egyenlet esetén adja vissza az eredményt, amikor py = 1 (és p; = 0) vagy
po = 0 (és p1 = 1). A NOT mfiveletet és az 1.10. egyenletet intuitivan tgy képzelhetjiik el,
mint egy feldobott, de még meg nem nézett érmét. A NOT mfiveletnek megfelel6en az érmét
megforditjuk (ismét anélkiil, hogy megnéznénk).

1.4. Gyakorl6 feladat: A NOT miivelet vizualizildsa

Ahogy az 1.2. 4brédn lathato, a val6szintiségi bit 0sszes lehetséges allapota egy szakasznak
felel meg. Probéljuk megvizualizalni, hogyan alakitja 4t a NOT mfivelet ezt a szakaszt.

1. Vegyiink egy tetsz6leges” pontot a (po, p1) koordindtédkkal ezen a szakaszon. Hova
kiildi ezt a pontot a NOT mfivelet?

2. Hova kiildi a szakasz két végpontjat?

3. Van-e olyan pont a szakaszon, amely dénmagara vetit6dik?

7Amikor "tetsz6leges"-et mondunk, akkor azt értjiik alatta, hogy a szdmitdsnak pg és p; barmilyen vélaszta-
sdra miikodnie kell. Gyakran az a legjobb, ha minden 1épést, beleértve a végsé vilaszt is, pg és p; formédjdban
irjuk le, ezeket ismeretlen szdimokként kezelve.

1.2.1. Linedris kiterjesztés

Hogyan definidljuk az M (},] ) val6szintiségi bit, ahol M egy tetszleges miivelet egy biten? Mint
korabban, feltételezziik, hogy tudjuk, hogy hogyan hat M a bit két lehetséges értékére, és M [0]-t
irunk a miivelet eredményére, amikor a bemeneti bit nulla, és M [1]-et, amikor a bemeneti bit
egyes. (A NOT mdtivelet esetében is pontosan ezt a jelolést hasznaltuk az 1.9. egyenletben.)
Probéljuk meg alkalmazni ugyanazt az érvelést, mint fent. pg valészinfiséggel nulla a bit értéke,
amikor M [0]-t kapunk a M mfivelet alkalmazasa utan, p; valészintiséggel pedig egy, amikor
helyette M [1]-et kapunk. Osszességében lathato, hogy a helyes definici6

M <5(1’> = po M[0] + p1 M[1], (1.11)

ahol py M [0] azt jelenti, hogy az M [0] vektort megszorozzuk a py valészintiséggel.

1.5. Gyakorlé feladat: NOT miivelet val6szintiiségi biteken

Mutasd meg, hogy ha M a NOT mtivelet, akkor az 1.11. egyenlet pontosan az 1.10. egyenle-
tet adja vissza.

Az 1.3. egyenletet hasznalva az 1.11. egyenletet a kovetkez6 médon is irhatjuk:
M (po [0]+ p1 [1]) = po M[0] + p1 M [1]. (1.12)
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https://video.uva.nl/media/0_tkyvxgmg

Figyeljilk meg, hogy a két oldal kozotti kiilonbség a miiveletek sorrendjében van: a bal
oldalon el6szor linearis kombindciét vesziink, majd alkalmazzuk az M mfiveletet, mig a jobb

oldalon el6szor az M miiveletet alkalmazzuk, majd csak ezutan vessziik a linearis kombinaciét.

Ez az egyenlet nagyon hasonlit a szimok korében jol ismert szabalyra a(b + c) = ab + ac (a
"disztributivitasra").

Ha M egy mifivelet val8szin(iségi biteken, amely kielégiti az 1.12. egyenletet, akkor azt
mondjuk, hogy M linedris. Az 1.11. és 1.12. egyenletekben alkalmazott szabélyt, amellyel
kiterjesztjiik M-et bitekrdl val6szintiségi bitekre, linearis kiterjesztésnek nevezziik. Ugyanez az
elv a kvantumbitek esetén is jo szolgalatot fog tenni.

1.2.2. Véletlen miiveletek

Vegytik észre, hogy az 1.11. egyenlet levezetése soran val6jdban nem feltételeztiik, hogy M [0]
és M [1] ismét a bit két determinisztikus édllapota koziil az egyik, [0] vagy [1] volt (bar a NOT
miivelet esetében ez tortént). Ez azt jelenti, hogy az 1.11. egyenlet akkor is m{ikodik, ha M [0]
vagy M [1] val6szintiségi bitek! Ebben az esetben azt mondjuk, hogy M egy véletlenszeri
miivelet.

Az egyik legegyszer(ibb példaja a véletlenszer(i mtiveleteknek a kovetkezs: Képzeld el, hogy
[0] allapotot tigy kédolod, hogy egy ceruzat vizszintesen az asztalra helyezel, és [1] allapotot
ugy, hogy fligg6legesen alitod fel. Ha 6vatosan megiitod az asztalt a kezeddel, a ceruza leeshet,
megvaltoztatva éllapotat [1]-r6l [0]-ra. Azonban, ha mér vizszintesen fekiidt, az [0] dllapota nem
véltozik. Igy az asztal megiitése véletleniil visszadllitja a ceruza allapotat [0]-ra; minél erésebben
titsz, annal valészintibb, hogy visszaallitod.

Matematikailag a véletlen alapu visszaallitds egy R(r) miivelettel irhat6 le, amely igy
definialhaté

RO =0=(3),  ROW=rO+a-nm=(,"),

ahol r € [0, 1] a visszadllitdsi valoszintiség. E miivelet hatdsét az alabbiak szerint képzelheted
el:

== (0] 0] ==

Bemeneti r Kimeneti

bit bit
i 1 — 1 i

A linearitds révén ezt a mtiveletet minden allapotra kiterjeszthetjiik:

M0<m>=mMﬂM+mR®H]

p1
= po (é) +p <1 ir) - (;’:Jff)) '

Ennek az egyenletnek egy specidlis esete az0, hogy R(0) egyéltaldn nem valtoztatja meg az
allapotot, mig R(1) barmely allapotot [0]-ra 4llit vissza.

Egy masik érdekes példa a véletlenszerii miiveletre a véletlen atbillentés, vagy felcserélés
miivelet F(f), amely f valészintiséggel megforditja a bemeneti bitet, és 1 — f valoszintiséggel
valtozatlanul hagyja:

F(A)0]= QA=A+ 0, F(HO]=fF0]+ 0 -5 (1.14)


https://video.uva.nl/media/0_nwo3morj
https://video.uva.nl/media/0_34olk48p

ahol f € [0,1] az dtbillentés valoszintisége. Intuitivabb médon képzeld el, hogy a [0] és [1]
egy falon 1év6 villanykapcsol6 két dllapotat jelképezik. Ha parnat dobsz a kapcsoléra, csak f
valdszintiséggel fogod sikeresen eltaldlni és atbillenteni, 1 — f val6szintiséggel pedig valtozatlan
marad. Az F(f) miikodését tehdt igy képzelheted el:

1-f

8| o o | &

Bemeneti Kimeneti
bit bit

g 1 | @

A kovetkezd feladat segit jobban megismerkedni a véletlen atbillentés mtiveletével.

1.6. Gyakorl6 feladat: Véletlen atbillentés

F(f) a véletlen atbillentés mtiveletét jeloli akdrcsak az 1.14. egyenletben.
1. Ird le az F(f) [0] és az F(f) [1] vektorokat.

2. Milyen f értéknél miikddik az F(f) NOT miiveletként? Hogyan készithetiink el egy
val6szintiségi bitet egy tetsz6leges ( ’ p ) allapotban [0]-bol az F segitségével?

3. Terjeszd ki linedrisan az F(f) mfiveletet valSszintiségi bitekre F(f) () kiszdmitasa-
val.

4. Legyen (1)) egy tetsz&leges valoszintiségi eloszlas. Mutasd meg, hogy F(1/2) (1)) =
(172)-

A feladat utols6 része megmutatja, hogy az F(1/2) mindig az egyenletes eloszlast allitja

eld, fiiggetleniil a bemeneti eloszlastol. Ez hasznédlhat6 egy elfogulatlan érme feldobasanak

szimuldldsara. Val6jadban a kovetkez6 feladatban megmutatod, hogy az atbillentési valdszintiség
f gondos beallitasaval az F(f) segitségével meg is vdltoztathatod egy adott érme torzitottsagat.

1.3. Hazi feladat: Csokoladé érme

Ma van Boti sziiletésnapja! Mivel szereti a csokoladét, Aliz tgy dont, hogy készit neki egy
csokoladé érmét. Hogy kiilonlegesebb legyen, az érme forméjanak olyannak kell lennie,
hogy ha az asztalon megporgeted, g = 5/15 valdszintiséggel érjen foldet a (5) oldala,
ami Boti sziiletésnapjat, majus 15-ét jelképezi. Tobb kiilonb6z6 formdjt érme kiprobaldsa
utdn Aliznak sikeriil olyan csokolddé érmét készitenie, amely a megfelel val6szintiséggel
rendelkezik. Nagyon izgatottan az asztalon hagyja, és elrohan a boltba, hogy vegyen egy
szép sziiletésnapi tidvozldlapot.

Sajnos, amikor visszatér, Aliz észreveszi, hogy az érme a napon maradt, és az éle megol-
vadt. Kiprobalds utan Aliz megéllapitja, hogy az Gj valoszintiség, hogy () oldala foldet ér,
p = 4/15. Mivel nincs id6 a probléma megoldaséra, Aliz azt irja a sziiletésnapi tidvozl6lap-
ra, hogy miutan az érme foldet ért, Botinak f valoszintiséggel at kell billentenie, és csak
akkor fogja a () oldalt a megfelel6 g valészintiséggel latni. Segits Aliznak meghatadrozni a
megfeleld f értéket.

Otlet: A p, g és f mennyiségekre teljesiilnie kell az alédbbi egyenletnek: F(f) (,*,) =

(o). !

1.7. Gyakorl6 feladat: Atbillentés reset és NOT segitségével (opcionalis, csillagos)

Hogyan épitheted fel az F(f)-t az R(r) és NOT mtiveletek segitségével?
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1.3. Egy val6szinfiségi bit mérése
Ha feldobsz egy szabdlyos érmét és azonnal letakarod, fogalmad sincs, melyik oldalédra esett.

Ebben a helyzetben az érme &llapotarol szerzett tudasodat az egyenletes eloszlas irja le.

(1.15)

(1.16)

mert most mdr biztosan tudod, hogy a fej van feliil. Azt a folyamatot, amikor egy véletlen érmét
felfediink, hogy meghatarozzuk, melyik oldal van feliil, mérésnek nevezziik.2

Figyeld meg, hogy az 1.15. és 1.16. egyenletekben az érme 4llapota a mérés el6tt és utan
kiilonbozik. Valéban, a mérés utdn mar nincs kétség afelél, hogy melyik oldal van feliil.
Most képzeld el, hogy tjra letakarod az érmét, miutdn megmérted. Mi az allapota most?
Természetesen a letakardstol nem valtozik meg.

: '} = [0], (1.17)

mert mar tudod, hogy a fej van feliil. Val6jdban még ha tjra meg is méred (megnézed) az érmét,
akkor is "fejet" fogsz latni. Hasonl6képpen, ha el6szor "irast" kaptél egy véletlenszer{i érme

"e.

mérésekor, akkor az "irast" fogod kapni, bArmennyiszer is méred djra.

Altalanosabban, ha van egy val6szintiségi bited, amelyet a (b)) eloszlas ir le, a mérés

"e.

kimenetele pg valészintiséggel 0 (vagy "fej") és p; valészintiséggel 1 (vagy "irds"):

[ po[0] + p1[1] ]
(1.18)
Po 1

[0] 1]

A val6szintiségi bit allapota a mérés utdn mar nem (},] ), hanem az egyik bézisallapot, [0] = (})
vagy [1] = (?), a mérési eredménytdl fiiggden. Péld4ul, ha az eredmény 1 (vagy "iras"), az Gj
allapot [1]. Altaldban a mérés megovdltoztatja az allapotot!

A mérésekkel kapcsolatban fontos megjegyezni, hogy nem engedik meg, hogy kinyerd a pg
és p; valdszintiségeket — az egyetlen, amit mérési eredményként kapsz, egyetlen bit 0 vagy 1.
Tovabbd, az eredeti valSszintiségi bited (7 ) elveszik a mérés utdn, igy nem mérheted meg tjra.
Ez valéjaban nagyon természetes. Ha egy érmét pontosan egyszer dobunk fel, akkor egyetlen
véletlenszer(i eredményt kapunk — de ebbdl az egyetlen eredményb&l nem tudhatjuk meg, hogy
az érme szabdlyos vagy torzitott volt-e.

Azonban tegyiik fel, hogy ugyanazt az érmét sokszor feldobjuk. Ebben az esetben arra
szdmitandnk, hogy az 1 eredmény el6forduldsainak ardnya nagyjabol p; lesz. Mds széval,

Ni

~ ~Pu (1.19)

2Ezt a kifejezést a kvantumszamitasbol kolesonoztiik, ahol hasonl6 eljéras létezik.
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ahol N a mérések Osszes szama és N az 1 eredmény el6forduldsainak szdma. Minél tobb
eredményt gyfijtilnk 6ssze, annél jobb lesz a kozelités.?

Ez egy eljarast ad szdmunkra p; becslésére. Természetesen, mivel pg + p1 = 1, ez pg becslését
is megadja. Példaul Aliz ezt az eljarast haszndlhatja, hogy megbecsiilje annak valészintiségét,
hogy az 1.3. hazi feladatbeli torzitott érméje &) vagy @ oldalat mutatja. Most te is kiprébalhatod
ezt magad.

1.4. Hazi feladat: Ermefeldobas

1. Keress egy érmét, és rajzolj a két oldalara egy 0 és egy 1 jelet filctollal. Dobd fel az
érmét 30 alkalommal, és ird le az eredményeket egy ilyen tabl4zatba:

Dobasok szama: N |12 [3|4[5]6|7[8|9]... 30
Az N-edikeredmény | T [O [ T[O[OJO] 1] 1] 1] |

(A eredmények csak illusztraciok. Helyettesitsd 6ket a sajat eredményeiddel.)
2. Becsiild meg mekkora valdszintiséggel ad 1-et az érméd az 1.19. egyenlet segitségével.

3. Erdekes latni, hogyan valtozik a becslés, ahogy noveled a dobasok szamat N. Ehhez
bdvitsd ki az 1. rész tablazatat harom tovabbi sorral, hogy igy nézzen ki:

Dobésok szédma: N 1 2 3 4 5 6 7 8 e 30
Az N-edik eredmény
Osszeg N

Arany: Ni/N
Numerikus értéke

A sorok jelentése a kovetkez6: (1) eddigi dobdsok szdma N, (2) a N-edik dobds
eredménye, (3) az elsé N eredmény Osszege, (4) az 1 eredmény valdszintiségének
becslése az els6 N dobds alapjan, (5) a becslés numerikus értéke. Nyugodtan hasznald

az Excel vagy egy hasonl6 programot ennek a tabldzatnak az elkészitéséhez.

4. Abrazold a tablazat utolsé sorat a dobdsok szamanak N fliggvényében.

1.4. A QUIRKY szimulator

A val6szinfiség torvényei néha ellentmondasosnak tlinhetnek. Szerencsére mindig megprobal-
hatod szimuldlni a viselkedésiiket az otthon (vagy a zsebedben) 1év6 szamitogép segitségével.*

Ebben a kurzusban a QUIRKY nevii szimulatort fogjuk haszndlni. A QUIRKY a Quirk
kisebb testvére, egy tobb funkciéval rendelkezé szimulétor, amelyet Craig Gidney fejlesztett
a Google-nél. Mivel Craig a kédjat nyilt forraskédu licenc alatt tette kozzé, a szimulatort a
kurzus igényeihez tudtuk igazitani. A QUIRKY egyik legjobb tulajdonsiga, hogy kozvetleniil a

webbongészddben fut — nincs sziikség telepitésre! Egyszertien menj a kovetkez6 oldalra:
https://www.quantum-quest.org/quirky
és kattints a "Quest 1" gombra. Prébald ki most — a QUIRKY még a mobiltelefonodon is

megnyithat6é! Amikor el6szor megnyitod a QUIRKY-t, annak az 1.3. dbrdn lathaté modon kell
kinéznie.

3Milyen j6 ez a becslés? Megmutathat6, hogy az 4tlagos hiba nagysaga 1/+/N nagysagrendd, igy gyorsan nulléra
csokken, ha sokszor megismételjiik a kisérletet.
4Bizonyos mértékig ez még a kvantumszdmitégépekre is igaz — de ne szaladjunk ennyire elére. ..
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https://video.uva.nl/media/0_ptnkgtj7
https://www.quantum-quest.org/quirky

@ quantum-quest.nl

The Quirky Probability Simulator

Quest 1: Maestro of probability

Share Make R(r)

Operations Displays My Operations

=

Toolbox

=

This is Quirky Version 0.3.0. Quirky is based on Craig Gidney's awesome quantum circuit simulator Quirk.

1.3. abra.
A QUIRKY els6 inditraskor.

1.4.1. A szimulator hasznéilata

Nézziik 4t 1épésrol 1épésre a QUIRKY feliiletét. A tetején taldlsz egy meniisor néhdny hasznos
paranccsal:

Share Make R(r)

4

A ‘Reset” gomb lehetdvé teszi a QUIRKY visszaallitdsat és az Gjrakezdést. Az ‘Undo’ és ‘Redo
gombok a parancsok visszavondsara és eldreléptetésére hasznalhatok. Hasznos tudni, hogy
még a szimuldtor visszadllitdsat is vissza lehet vonni. A Share’ gomb megnyomédsaval lehet6ség

van a munkameneted megosztasara masokkal. A ‘Make R(r)” gombbal késébb foglalkozunk.
A menti alatt taldlhaté a “Toolbox”, amely az eddig tanult alapm{tiveleteket tartalmazza:

Operations Displays My Operations
D [ Prob

Toolbox

Példaul az els6 doboz, , a NOT miivelet az 1.2. alfejezetb6], amely a [0] &llapotot [1]-re,
és forditva valtoztatja. A masik két mfiveletet hamarosan megyvitatjuk. Szerencsére nem kell
mindezt megjegyezned — egyszertien vidd az egeret minden doboz f6lé, hogy lasd annak
leirasat.

A ,Toolbox” alatt taldlhaté a QUIRKY szive, a valdszintiségi bit:

[0]

A dupla vonal vagy ‘vezeték’ egy bitnek felel meg, amely az [0] 4llapotban van inicializélva.
Egyszertien helyezhetsz el miiveleteket tigy, hogy az eszkoztarbol rahtizod ket a vezetékre.
Proébalj most dsszedllitani a kovetkezs egyszer(i szamitdst a QUIRKY-ban:’

SHa a jegyzetek digitélis verziéjat olvasod, egyszertien kattints barmelyik képre, hogy megnyisd a QUIRKY-t
a bongészédben. Minden, amit a képen latsz, automatikusan bekeriil! Ha ez nem mtikodik, menj el a https:
//www.quantum-quest.org/quirky oldalra.
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Hogyan tudjuk megjeleniteni egy ilyen szamitds eredményét? Mivel 4dltaldban valdszin{isé-
gekkel dolgozunk, valdjdban egy médszert kerestink a valdszinfiségek megjelenitésére. Ezt a zold
dobozzal, amelyen a g felirat taldlhat6 az eszkoztar Display’ részében, érhetjiik el. Adjuk
hozza ezt a szamitdsunkhoz, és nézziik meg, mi torténik:

0 D

Ugy ttinik, hogy a mérési eredmény 100% val6szintiséggel ‘egy’ lesz (vidd az egeret a doboz ¢,
hogy megerdsitsd a gyantinkat). Természetesen pontosan ezt varjuk. Az inicializalt [0] allapotot
a NOT mtivelet [1] dllapottd alakitja, igy az eredmény mindig ‘egy’ lesz az 1.18. egyenlet mérési
szabdlya szerint.

1.8. Gyakorl6 feladat: Egy miivelet eltavolitasa

A QUIRKY-ben miiveleteket is eltavolithatsz, egyszertien tigy, hogy visszahtizod ket a
vezetékbdl az eszkoztarba. Tavolitsd el a NOT miiveletet a szamitdsbdl, és erdsitsd meg,
hogy az eredmény most mar biztosan nulla’ lesz.

1.4.2. Sajat miiveletek készitése

Eddig csak a [0] és [1] allapotokat tudtuk létrehozni a QUIRKY-ban. Ahhoz, hogy érdekes
valoszintiségi eloszlast hozzunk létre, hasznalhatjuk az 1.2.2. alfejezetben leirt lenulldaz6 m-
veletet R(r). Mivel végtelen sok ilyen mitivelet létezik (egy-egy minden r vélasztdsdra), nem
tudtuk mindet hozzdadni az eszkoztdrhoz. Ehelyett sajat lenullazé (reset) miiveleteket adhatsz
hozza az eszkoztarhoz!

Gyakoroljuk ezt tigy, hogy hozzdadunk egy mfiveletet, amely r = 1 = 50%-os valészinti-
séggel nullaz le. El6szor vélaszd a ‘Make R(r)” opciét a meniisorban. Egy j ablak jelenik meg,
ahol beirhatod a szoget:

R(r)
Probability r:

OK Cancel

frd be a 1/2 értéket, és er6sitsd meg a gomb megnyoméséval. Gratulalok! Sikeresen hozzaadtad
az R(1/2) miiveletet az eszkoztarhoz, amely most igy néz ki:

Operations Displays My Operations
e |nmw Prob R(1/2)

Toolbox

Az 4j mfivelet teszteléséhez épitsiik fel a kovetkez szdmitdst a QUIRKY-ban:
[0) ——R(172)- :Z:
Gyorsan nézziik meg, hogy ez az eredmény értelmes-e. A [0] = () 4llapotbdl indultunk. A

NOT mitivelet 4tbillenti a biteta [1] = () allapotba. Az 1.13. egyenlet szerint az R(1/2) mivelet
egy bitet az [1] dllapotban 50%-os valdszintiséggel nullaz le, azaz az allapotot a kovetkezbre

valtoztatja:
1. (1/2\ _ (50%
of+3 1= <1/2> = (50%)'
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Ez pontosan az, amit a QUIRKY mondott nekiink.
A kovetkezd feladatban a QUIRKY-t fogod haszndlni egy bonyolultabb kisérlet végrehajtasa-
hoz.

1.5. Hazi feladat: Kétszeri véletlen lenulldzas

1. Epitsd fel a kovetkezd mtiveletsort a QUIRKY segitségével: El6szor készitsd el az [1]
allapotot, majd nulldz le § valészinfiséggel, végiil ismét nulldzzd le 2 valészintiséggel.
Hasznald a QUIRKY-ban a val6észintiség megjelenitét, hogy meghatdrozd a mérési
eredmények valdszintiségét.

2. Indokold meg, hogy a QUIRKY 4ltal adott valasz miért helyes.

1.4.3. Egy rejtélyes miivelet

Még mindig nem beszéltiink a rejtélyes (angolul ,mysterious”) narancssarga dobozrél. Nevez-
ziik ezt a miiveletet M-nek, mivel valéban elég rejtélyes. Hogyan derithetjiik ki, mi torténik a
dobozban? Els6 1épésként vizsgaljuk meg az M [0] problémadjét, azaz, hogy mi lesz az eredmé-
nye annak, ha a rejtélyes M mtiveletet egy [0] allapotu bitre alkalmazzuk. A QUIRKY-ban ez a
kovetkezé bedllitasnak felel meg;:

[0] =Mystery

Hogyan olvashatjuk le az M [0] eredményét? Ezen a ponton j6 emlékeztetni magunkat arra,
hogy amikor véletlen bitek jelennek meg a természetben, nem tudjuk egyszertien megtekinteni
Oket és leolvasni a val6szintiségeiket. Ehelyett, ahogyan az 1.3. alfejezetben is magyaraztuk,
sok mérést kell végezniink (példaul sokszor feldobni egy érmét) és a kimenetelekb&l becstilni
a valoszintiségeket. A QUIRKY-hoz hasonlé szimuldtor hasznédlatanak elénye, hogy nem
kell ezekkel a szabdlyokkal jatszanunk — haszndlhatjuk a valdszinfiség kijelz6t az allapot
meghatarozasdhoz:

[0] =My

BO.D®

gy megtudjuk, hogy

Most rajtad a sor!

1.6. Hazi feladat: A rejtély felderitése

1. Hatdrozd meg az M [1] éllapotot.

2. Teljes mértékben meghatarozza-e az M [0] és M [1] a véletlen miiveletet M?

Ha igen, irj le egy képletet az M (%%)-re és ellendrizd a QUIRKY-ban. Ha nem,

magyarazd el, miért.

A kovetkezd hetekben meg fogjuk tenni az ugrast a hétkéznapi bitekrdl a kvantumbitekre,
és megtanuljuk, hogyan szamoljunk veliik egyre kifinomultabb médokon. A QUIRKY lesz a
megbizhatd eszkoziink, amely 1j képességekkel boviil, ahogy haladunk el6re. Batoritunk, hogy
haszndld a QUIRKY-t az elmélet tanulmanyozasara, amit megtanulsz, valamint hogy segitsen
megoldani a hazi feladataidat.
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1.5. A gyakorlé feladatok megoldésai

1.1. Gyakorlé feladat megoldasa

1. Mivel a két esemény egyike biztosan bekovetkezik, a két valdszintiség 0sszege sziik-
ségszertien 1. Ez azt jelenti, hogy po + p1 = 1. Ha ezt tgy irod fel, hogy p1 = 1 — po,
akkor felismered, hogy ez egy olyan egyenes egyenlete, amelynek meredeksége
minusz egy.

2. Ha az egyenes tovdbb menne, az egyik val6szin{iség negativ lenne. Mivel a val6szi-
niiségek nem lehetnek negativak, meg kell kovetelniink, hogy pop > 0 és p; > 0, ami
egyenértékii azzal, hogy a szakasznak a koordindta-tengelyeken kell végz6dnie.

3. Ez a felez6pont, ahol pg = p1 = %

1.2. Gyakorlé feladat megoldasa

1. A szamlal6 60 kiilonbozo értéket vehet fel. Az esélye annak, hogy barmelyik értéket
latjuk, &.

2. Az utols6 szamjegy 10 kiilonb6z6 értéket vehet fel. Az esélye annak, hogy barmelyik

Lz e 1
értéket latjuk, 5.

3. Az els6 szamjegy 6 kiilonboz6 értéket vehet fel. Az esélye annak, hogy barmelyik
értéket latjuk, 1.

4. Ha csak az els6 szamjegyet latjuk, az utolsé szamjegy egyenld valdszintiséggel lehet
barmelyik a 10 lehetséges érték koziil. Hasonl6képpen, ha csak az utolsé szamjegyet
latjuk, az els6 szamjegy egyenld valészintiséggel lehet barmelyik a 6 lehetséges érték
koziil. Ezért a két szdmjegy értékei fliggetlenek. Ellenérizheted, hogy az esélye annak,

hogy 30 valéban 4, ha megszorzod annak valészintiségét, hogy mindkét szamjegy
nulla:

1 tr_1

6 10 60

1.3. Gyakorlé feladat megolddsa

Hat olyan eset van, amikor mindkét szdmjegy ugyanaz (J0-t6] 95-ig). Ezek mindegyike
61—0 valdszintiséggel fordul el6. Ezeket az eseteket egyetlen eseménybe csoportosithatjuk,

amelynek valészin{isége a hat egyedi esemény valdszintiségének 0sszege:

1,1 1.1 1 . 1_6 1
60 60 60 60 60 60 60 10°

6;gg




1.4. Gyakorlé feladat megoldasa

1. Az 1.10. egyenlet alapjan latszik, hogy a (po, p1) pont koordinatéi felcserél6dnek, azaz
(p1, po)-ra valtoznak. Itt egy példa arra, hogy ez hogyan néz ki:

plA

gy a NOT mfiveletet tigy képzelheted el, mint egy tiikrozést a szaggatott vonal koriil,
amely pontosan a két koordinata-tengely kozott helyezkedik el.

2. Az 1.2. egyenlet szerint a szakasz két végpontja (1,0) és (0,1) megfelel a [0] és [1]
determinisztikus allapotnak. Emlékezz rd, hogy az 1.9. egyenletben lattuk, hogy a
NOT mifivelet ezeket felcseréli.

3. Egy (po, p1) koordinatdja pont helyben marad a NOT mitivelet utdn, ha (po, p1) =
(p1, po), ami azt jelenti, hogy po = p1. Mivel pg + p1 = 1, azt talaljuk, hogy po = p1 =
1/2, ami megfelel a (1/2,1/2) pontnak. Ez az egyetlen pont, amely helyben marad.

1.5. Gyakorlé feladat megoldasa

Az 1.11. és 1.9. egyenletek hasznalataval azt kapjuk, hogy

Po\ 1 0 . 0 1 (PN
NOT (P1) = poNOT (0) + p1 NOT (1) = po (1> + p1 (0 = \po)”

ami megegyezik az 1.10. egyenlettel.
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1.6. Gyakorlé feladat megoldasa

1. Az 1.14. egyenletbeli definici6 szerint

2. F(f) biztosan étbillenti a bitet, ha f = 1, tehat NOT = F(1). Egy tetszbleges (" »)
allapot el6éllitasahoz [0]-bol f = 1 — p értéket kell vélasztanunk. Valoban, az els6
fenti egyenletb6l lathat6, hogy

ra-po- (07 =(17,).

3. Az 1.11. egyenlet szerint,

) () =m () rm (L) = G e 25):

4. Ha f = 1/2 értéket behelyettesitjiik az el6z6 egyenletbe, akkor kapjuk, hogy
Po P0/2+P1/2> 1 (po+p1) 1 <1>
(172) <P1> (Po/2+p1/2 2 \po+p1 2 \1

1.7. Gyakorlé feladat megolddsa

Két esetet kiillonboztetiink meg:

e 1 <f<1: Ebbenazesetben0 < l%f < 1. Azt allitjuk, hogy az atbillentés mtivelet

F(f) felépithetd tgy, hogy el6szor alkalmazzuk az R(l%f) miiveletet, majd a NOT-ot,
és végiil az R(1 — f) mtveletet. Valoban:

R(1 - f)NOTR(FL) [0] = R(1 - f)NOT[0] = R(1 = ) [1] = (1= £) [0] + £ [1]

és

* 0 < f <L Ezazesetaz elsére redukdlhato, mivel F(f) ugyanaz, mint el6szor
alkalmazni az F(1 — f)-et, majd a NOT-ot.
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2. Kiildetés: A qubitek felfedezése

Most, hogy mar mestere vagy a valészintiségeknek és a valGszintiségi biteknek, készen 4llsz
arra, hogy megtanuld a kvantumbiteket. A kvantumbitek nagyon hasonlitanak a val6szinfiségi
bitekhez — valdjdban csak annyit kell tenned, hogy a valdszintiségeket kvantum amplitiddkra
cseréled. Ezen a héten megismerkedhetsz egy kvantumbit allapotaival, a rajta megengedett
miiveletekkel, és azzal, hogyan nyerhetsz ki informaciét bel6le. Emellett kiprébdlhatod a
QUIRKY kvantum verzi6jat is.

2.1. Kvantumbitek

Napjainkban a bitek az informaéci6 alapvet6 egységei a szamitégépekben. Egy bit megvaldsi-
tdsahoz sziikség van egy fizikai dologra, amely két jol megkiilonboztethetd dllapotban lehet,
mint példaul egy kétoldalti érme vagy egy kondenzétor, amely két kiilonboz fesziiltségszinten
tud elektromos toltést tarolni.® Az ilyen dolgok viselkedését (és igy az altaluk kédolt biteket
is) fizikai elméletek, mint példaul a mechanika (érmék esetén) vagy az elektromdgnesesség
(kondenzatorok esetén) irhatjdk le.

Azonban, ha igazan apr¢’ targyakrol van szo, ezek az elméletek mér nem érvényesek, és
egy alapvet6bb elméletet kell hasznalni, amit kvantummechanikénak neveziink. Példaul, az
elektronoknak van egy spin nevii tulajdonsdguk, amely (egy érméhez hasonléan) lehet kétféle
allapotban - felfelé vagy lefelé — és igy egy elektron egy bit taroldsara hasznalhat6. Azonban,
ellentétben egy érmével, az elektron spinje nem csak ezek egyikében lehet, hanem a kett6
,szuperpozicidjdban” is! Intuitivan, ez némileg hasonlit egy val6szintiségi bitre, amely szintén
egy koztes allapotban lehet 0 és 1 kozott.

Azonban van egy finom kiilonbség a val6szintiségek és a ,szuperpoziciok” kozott (1dsd az
interferenciardl szol6 2.6.1. alfejezetben). Amint latni fogjuk, a kvantummechanika térvényei
egy sokkal alapvet6bb informaciéfogalomhoz vezetnek, mint egy bit — egy kvantumbithez vagy
qubithoz. A szokésos biteket, megkiilonboztetve egzotikusabb kvantum baréataiktél, klasszikus
biteknek nevezziik.

A kvantumbiteket egy egyszer(i matematikai modellel fogjuk leirni, és nem térédunk azzal,
hogyan kellene értelmezni furcsa viselkedésiiket, hanem inkdbb azon gondolkodunk: ,Mire
lehet 6ket hasznalni?”. Hasonl6képpen, nem foglalkozunk azzal sem, hogy fizikailag hogyan
lehetne 6ket megvaldsitani, vagy milyen dolgok hasznélhaték a tdroldasukhoz. Azonban, ha
kivdncsi vagy erre, roviden megvitatjuk a 2.6.2. alfejezetben, hogyan lehet a fény polarizacidjat
hasznélni egy qubit leirdséra.

2.1.1. Valészintiségek és amplitadék
A kvantumbitek nagyon hasonléak a val6szintiségi bitekhez. Csak két jelentSs kiilonbség van:
1. avalészintiségeket amplitiiddkra cseréljitk (amelyek lehetnek negativak is),

2. az amplitidékat a mérés soran négyzetre emeljiik (mig a valdszintiségeket nem).

Rovidesen részletesebben is elmagyarazzuk ezeket a kiilonbségeket, de el6szor nézziik meg
egy kvantumbit lehetséges allapotait. Emlékszel, hogyan hasznaltuk az érme két oldalét, hogy
megijeloljiik a val8szintiségi bit két lehetséges determinisztikus allapotat (1asd 1.1. dbra)? A
kvantumszdmitdsban ezt a két dllapotot altaldban |0) és |1) jeloli, hogy megkiilonboztessiik Sket

6Lényegében igy vannak a bitek eltarolva a szamit6gépedben, mobiltelefonodban stb.

"Az ,igazan apré” alatt nagyon, nagyon aprét értiink! Ha elektronokat tennél egymas mellé egy sorba, az a
mennyiség, amivel elérnéd az 1 cm hosszuségot, hasonl6 lenne ahhoz a lapmennyiséghez, amit egymaésra rakva
elérnél a Holdig.
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a klasszikus [0] és [1] bitektSl. Csakugy, mint a valGszintiségi bitek esetében, egy altaldnos |i)
kvantumbit dllapot egy linearis kombindcidja vagy szuperpozicidja ezen két determinisztikus
allapotnak:

[¥) =10 |0) +¢11). (2.1)

Itt a gorog betti ¢ (ejtsd: ,pszi”) a kvantumbit dllapotdnak neve (csakiigy, mint ahogy egy
valGszintiségi bitet p-nek neveztiink). A zardjelek |-) egy tigynevezett ,ket” formdt alkotnak (az
angol bracket sz6bol ered, amely , zardjelet” jelent), amely azt jelzi, hogy egy kvantumaéllapotrél
van sz6. Osszehasonlitasként emlékezz vissza az 1.3. egyenletre, ahol egy tetszSleges véletlen
p bitet tigy irtunk fel mint

p = pol0] + pa[1]. (2.2)

Figyeld meg, hogy a 2.1. egyenlet ugyanilyen, kivéve, hogy a pg és p; valoszintiségeket ¢ és ¢
amplitadokra cseréltiik, és a [0] és [1] klasszikus jelolést |0) és |1) kvantum jelolésre! Azonban
van egy nagy kiilonbség: mig a valdszintiségek a 2.2. egyenlet szerint igy alakulnak:

PO/ Pl 2 0/ PO + Pl - 1/ (23)

az amplitidoékra ez vonatkozik:
vo+ ¢ =1, (2.4)

Ezért aztén ¢ < 1és 97 < 1, ésigy ¢, 1 € [—1,1]. Ezzel szemben, a val6szintiségekre
vonatkozo feltételek a 2.3. egyenletben azt jelentik, hogy po, p1 € [0,1]. A dont6 kiilonbség az,
hogy az amplitad6k valéban lehetnek negativak, mig a valészintiségek nem!®

Csakugy, mint a valészintiségi biteket, kényelmes a qubit allapotokat is vektorokkal lefrni.
Teljesen anal6g médon az 1.2. egyenlettel, a |0) és |1) determinisztikus qubit dllapotokat a két

bézisvektorral dbrazoljuk:
1 0

Egy éltaldnos |i) kvantumallapotot a 2.1. egyenletnek megfelel6en igy abrazolunk:

weo () o)- ()

2.1.2. A qubitek a kérvonalon élnek

Figyeld meg, hogy a qubit amplitdok 2.4. egyenlete mennyire hasonlit az egységkor x* + > = 1
egyenletére. Fejtsiik ki ezt a megfeleltetést részletesebben, mert ez segiteni fog nekiink a
kvantumbitek vizualizdldsdban és intuitivabb megértésében.

A qubit amplitidékat kényelmesen paraméterezhetjiik a

Yo = cos 0, Y1 = sinf

egyenletekkel, valamely 0 € [0,277) szogre. Val6jdban gyakran hasznos lesz megengedni,
hogy a 6 tetsz6leges valds szam legyen (ami rendben van, feltéve hogy szem el6tt tartjuk, hogy
barmely két szog, amely 271 egész szdmu tobbszordsével kiilonbozik, ugyanazt az amplitadoét
eredményezi). Mivel cos?6 + sin’6 = 1, garantdltan teljesitjiik a 2.4. egyenletet. Ezzel a
valasztassal egy altalanos qubit dllapot az aldbbi médon néz ki:

19(6)) = cos6]0) +sin6 [1) = @’;g) . (2.5)

8Valsjaban az amplitadok lehetnek tigynevezett komplex szdmok is. Erre ebben a kurzusban nem lesz sziikségiink,
de batran bongészd az internetet, ha tobbet szeretnél megtudni err6l
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sin 6

2.1. 4bra. A |¢(0)) qubit 4llapota, mint egy pont az egységkoron.

Ezt gy lehet elképzelni, mint egy sikbeli egységvektort, amely az origébodl indul és 6 szoget
zar be a vizszintes |0) tengellyel (lasd 2.1. dbra). Specidlisan, |0) = [9(0)) és [1) = |p(F)).
A qubit allapotok halmaza az origdé kozépponta egységkornek felel meg. Ezzel szemben,
emlékezziink, hogy a val6szintiségi bit 0sszes dllapota egy szakaszt alkot, amely 6sszekoti a
két koordinatatengelyen talalhat6 (}) és ({) pontokat, ahogy azt az 1.2. 4bran lattuk. A két
halmaz 6sszehasonlitdsat a 2.2. dbran lathatod.

1)

A

Kvantumbit — Véletlen bit

\
=}
=

2.2. abra. Egy val6szintiségi bit (kék) és egy kvantumbit (piros) allapottere.

2.1. Gyakorlé6 feladat: Allapotok a koron

Tekintsiik egy qubit kdvetkez két dllapotat:

_ o+ =
+) = 72 =) =

Hol helyezkedik el ez a két dllapot a koron? Milyen 6 szogeknek felelnek meg?

2.2. Egy kvantumbit mérése

P

Most mér tudjuk, hogy barmely qubit &llapot el6all |(0)) alakban. Tegyiik fel, hogy van egy
|p(0)) allapotu qubited és szeretnéd megtudni 0 értékét. Sajnos a kvantummechanika miatt
erre nincs lehet8ség! Ez nagy probléménak tlinik — mire j6 egy kvantumszamitégép, ha nem
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tudod kinyerni bel6le a valaszt? Nos, lassitsunk egy kicsit! Emlékezz vissza az 1.18. egyenletre,
hogy ugyanez igaz a val6szin(iségi bitekre is — ha egy val6szinfiségi bitet mérsz, amelynek
eloszlasa ( 5? ), nem tudod meg po vagy p1 értékét. Csak egyetlen bitnyi informéciot kapsz: ez
po valészintiséggel 0 és p; valdszintiséggel 1.

A kvantummérés nagyon hasonlo, és az tigynevezett Born szabily irja le. Ha van egy qubit
valamely (i‘; ) = 90 |0) + 91 |1) allapotban és megmeéred, akkor is csak egyetlen bitet kapsz, 0-t
vagy 1-et az aldbbi val6szintiségekkel:

pPo = 5, p1 = 9i. (2.6)

Bar a négyzetre emelés talan meglepd, vegyiik észre, hogy po + p1 = 3 + ¢? = 1. Igy
a négyzet éppen azt garantalja, hogy ( ;,’(1’ ) egy tényleges valoszintiségi eloszlds, tehat a fenti
szabdly logikus! A mérés utdn a qubit eltlinik, és csak egyetlen bit marad, amely a mért
eredményt tartalmazza. Mdas szavakkal, a mérési folyamat egy qubitet egy hagyomanyos bitre
alakit 4t, amelynek értékét a 2.6. egyenlet szerinti valdszintiségek hatarozzdk meg:

[ $o[0) +¢1 (1) }
¥ Y7

2.7)

[0] 1]

Ahogy az 1.18. és 2.7. egyenletekbdl lathato, a val6szintiségi bitek és qubitek mérési sza-
bélyai nagyon hasonléak. Mindkét esetben az eredeti éllapot eltlinik, és csak egyetlen bit
marad, amelynek véletlenszerti értéke a fenti szabély szerint fiigg az eredeti allapottol, amelyet
megmértél. (Raadasul, ha tobbszor méred az allapotot, mindig ugyanazt az eredményt kapod,
mint el6szor — tehat az ismételt mérések nem adnak tovabbi informéciét az eredeti allapotrdl.)
Az egyetlen kiilonbség az, hogy a qubiteknél az amplitidokat négyzetre kell emelni a val6szi-
niiségek kiszdmitdsdhoz, ahogy az a 2.6. egyenletben szerepel, mig a val6szintiségi biteknél
kozvetleniil kapjuk meg 6ket, igy nincs sziikség négyzetre emelésre. Bar ez kis kiilonbségnek
tinhet, jelentds hatdssal van a megengedett allapotokra, mivel a qubit amplitiddk lehetnek
negativak, mig a val6szintiségi bit valdszin{iségei mindig nemnegativak (lasd 2.2. abra).

Nos, val6jaban van egy masik, még finomabb kiilonbség. Nevezetesen, hogy senki sem tudja
elére megjosolni egy kvantummeérés kimenetelét. Ez azért finom, mert gy ttinik, hogy ugyanez
igaz a val6szintiségi bitekre is. Mi a kiilonbség? Roviden, a valasz az, hogy a val6szintiségi
bitek véletlenszertinek tlinnek a réluk valé ismeretiink hidnya miatt, mig a kvantumbitek vélet-
lenszertiek akkor is, ha mindent tudunk az dllapotukrél.  Példdul képzeld el, hogy a baratod
feldob egy szabdlyos érmét, és azonnal letakarja, amint landol. Alapesetben egy ilyen érme
allapotét egyenletesen véletlenszertinek irndd le, 1d. 1.15. egyenlet. Azonban, ha nagysebességti
kameraval filmeznéd az érmét, lehet, hogy pontosan meg tudndd jésolni, melyik oldalara esett
a felvételek alapjan.  Ebben az értelemben a val6szinfiségi bitek véletlenszertisége a tudatlan-
sdgunkhoz kapcsolodik. A kvantumbitek esetében azonban a véletlenszert(iség alapvet6 szinten
jelenik meg. Barmilyen el6zetes ismeretiink is lenne, 4ltaldnossagban lehetetlen tokéletesen
megjoésolni egy kvantummeérés kimenetelét. Masfel6l ez azt jelenti, hogy a kvantummérések
eredményei jo forrdsai lehetnek a véletlenszertiségnek!

2.1. Hazi feladat: Véletlen bit generdlasa kvantumosan

Probléma:  Aliz robotszamara megint leme-
riilében van, és meg kell taldlnia az utjat egy
toltéallomdashoz. Sajnos, eztttal Eva hackel ké-
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pességei javultak — rajott, hogyan hackelje meg a
szamdr véletlenszam-generétorat, és Gjraprogra-
mozza Ggy, hogy barmilyen szamsort generaljon,
amit csak akar! Szerencsére Aliz tud err6l, mivel
Eva nemrégiben dicsekedett vele egy hacker f6-
rumon. Hogy ellenstlyozza Eva gonosz tervét,
Aliz Ggy dontott, hogy egy miniattir, 1 qubites
kvantumszamitégépet telepit a robotszamardéba.
A kvantummérés eredményeinek alapvetd kisza-
mithatatlansagét kihaszndlva Aliz egyenletesen
véletlen biteket szeretne generdlni, amelyeket Eva nem tud kital4lni.
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Kérdés: Aliz képes el6allitani barmilyen |¢(6)) qubit dllapotot, és egyenletesen véletlen
bitet akar generdlni annak mérésével.

1. Amikor a |ip(0)) allapotot méred, milyen val6szintiséggel kapod a 0-t mérési ered-
ményként? Milyen valészintiséggel kapod az 1-et mérési eredményként?

2. Aliz szeretne taldlni egy 0 szoget tgy, hogy mindkét valészintiség 1/2 legyen. Milyen
6-t valasszon? (Lehet, hogy tobb lehet6ség is van!)

2.3. Kvantumbitek szimuldldsa QUIRKY segitségével

A kvantumszamitas torvényei meglehet6sen furcsék, és a legtobbiinknek nincs kvantumszami-
togépe, amellyel kisérletezhetne. Szerencsére a QUIRKY 1j képességekre tett szert a mult hét
6ta, és most mdr lehetévé teszi szamunkra egy kvantumbit szimulalasat!” Kezdésként menj az
alabbi oldalra:

https://www.quantum-quest.org/quirky

és kattints a ,Quest 2” gombra. A bongész6d a 2.3. dbrahoz hasonléan fog kinézni.
A {6 kiilonbség a mult héthez képest az, hogy a ‘vezeték” most egy kvantumbit-nek felel meg,
amely a |0) dllapotban van inicializélva.

|0)

Csaktgy, mint mult héten, a Toolbox olyan mfiveleteket tartalmaz, amelyeket alkalmazhatunk,
ha athtizzuk ket a Toolbox-bdl a vezeték folé és elengedjiik:

Operations Displays My Operations

/7{ @ Mystery Prob

Toolbox

Az els6 doboz, , lehet6vé teszi egy kvantumbit mérését. Menjiink tovabb, és épitsiik
meg a kovetkezd egyszerti kvantumszamitast a QUIRKY-ben:

0 - A

9Miért akarunk egydltalan kvantumszémitogépeket épiteni, ha ilyen szépen tudjuk Sket szimulalni a meglévé
szamitégépeken? Ennek oka abban rejlik, hogy mig a QUIRKY-hez hasonlé szimuldtorok jol miikddnek, ha csak
néhdny kvantumbited van, viszont amikor a kvantumbitek szama novekszik, gyorsan ledllnak. Latni fogjuk, hogy
miért van ez igy a 4. alfejezetben, a 4.1.1. alfejezeton.
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The Quirky Quantum Simulator DuSoft
Quest 2: Conqueror of the qubit
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Toolbox
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This is Quirky Version 0.3.0. Quirky is based on Craig_Gidney's awesome quantum circuit simulator Quirk.

2.3. dbra. QUIRKY a 2. ktildetéshez.

Eszre fogod venni, hogy az egyvonalas vezeték dupla vonalasséa véltozott. A QUIRKY-ban
az egyvonalas vezetékek kvantumbitekre, a dupla vonalas vezetékek pedig hagyomanyos
vagy ,klasszikus” bitekre utalnak. Valéban, a 2.2. alfejezet alapjan tudjuk, hogy amikor egy
kvantumbitet mériink, az eredmény vagy nulla, vagy egy lesz bizonyos valoszintiségekkel,
azaz egy valGszintiségi bit.

Az eredmények valodszintiségeinek megtekintéséhez hasznalhatjuk a malt hétrél mar ismert
valészinfiség kijelz6t . Adjunk hozza egy ilyet a szamitasunkhoz, és nézziik meg, mi
torténik:

o) /7< 100.0%
) — = .

Ugy ttinik, hogy a mérési eredmény 100% valészintiséggel nulla lesz (mozgasd az egeret a
doboz f61é, hogy megerésitsd a gyantnkat). Természetesen pontosan ezt véarjuk. Amikor |0)-t
mériink, az eredmény mindig nulla lesz a 2.7. egyenlet mérési szabdlyai szerint.

A fejezet hatralévé részében a Toolbox tobbi dobozérdl fogunk beszélni.

2.4. Miiveletek egy kvantumbiten

Miel6tt mérnénk egy dllapotot, el6fordulhat, hogy szeretnénk valamilyen mtiveletet végrehajta-
ni rajta. De milyen mfiiveleteket végezhetiink egy kvantumbiten? Példdul, amikor elinditjuk a
kvantumszdmitégépiinket, a kvantumbitje mindig |0) allapotban lesz, igy alkalmaznunk kell
egy miiveletet, hogy létrehozzunk egy érdekes éllapotot, példédul |(0))-t. Barmi is legyen a
miivelet, annak egy mdsik kvantumbit dllapotot kell el¢éllitania kimenetként. Méas széval, a
kvantumbit allapotterét onmagéra kell leképeznie. Emlékezz vissza a 2.1. dbrdra, ahol lattuk,
hogy ez az allapottér egy kornek felel meg, tehat olyan médokat keresiink, amelyek a kort
onmagdra képezik le.

El6szor nézziik meg a NOT miiveletet, amelyet pontosan ugyantgy definidlhatunk, mint a
val6szintiségi biteknél az 1.9. egyenletben:

NOT|0) = [1),  NOT|1) = |0).
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Hogyan terjeszthetjiik ki a NOT mfiveletet tetsz6leges kvantumbit dllapotokra? Ahogy a
val8szintiségi biteknél tettiik az 1.2.1. alfejezetben, itt is a linearitas otletét fogjuk haszndlni.
Ha egy M mtivelet definidlva van |0)-ra és |1)-re, akkor tetsz6leges kvantumbit dllapotra az
alabbiak szerint definidlhatjuk:

M (010} + 1 1)) = 9o M0} + g1 M1). (28)

Ki is irhatjuk a 2.8. egyenletet explicit médon, a vektoros jeloléssel:

(3)-w(m () 0 () o) o) e

Ahogy kordbban mar emlitettiik, a matematikdban egy M mdfiveletet, amely teljesiti ezt a
feltételt, linedrisnak neveziink, és egy miivelet ilyen médon torténd kiterjesztését ,linedris
kiterjesztésnek” hivjuk. A lényeg az, hogy ha M linedris, és tudjuk, hogyan hat |0)-ra és |1)-re,
akkor meg tudjuk hatarozni, hogyan hat tetszéleges kvantumbit allapotokra!

A 2.8. egyenletben csak a |0) és |1) vektorokat vettiik figyelembe. Altalénossagban azonban
igaz, hogy

M(aly) +b1p)) = aMlp)+bM|g) (2.10)

tetsz6leges |i), |¢p) vektorokra és a, b szamokra. Latod, hogyan kovetkezik a 2.10. egyenlet a
2.8. egyenletbdl?

A kvantummechanika térvényei garantéljak, hogy barmely linedris M mftivelet lehetséges
kvantumbit mtivelet - feltéve, hogy a teljes kvantumbit dllapotteret Snmagdra képezi le! Ez azt
jelenti, hogy minden kvantumbit allapotot (pontot a koron) egy kvantumbit allapotra (pontra a
koron) képez le.

A NOT miivelet esetében a linedris kiterjesztés eredménye

NOT (0 10) + 91 1)) = go[1) + 1 10), vagyis NOT @?) _ @;) 211)

Figyeld meg, hogy a 2.8., 2.9. és 2.11. egyenletek pontosan tgy néznek ki, mint az 1.12. és
1.10. egyenletek — kivéve, hogy most ¢ és ¢ is lehetnek negativak. A 2.2. dbra szerint a NOT
miivelet egy tiikrozést jelent a 45 fokos tengelyre nézve (ez igaz a val6szintiségi bitekre is). Ezt a
2.4. dbra szemlélteti. Nyilvdnval6, hogy a NOT a kvantumbit allapotterét (a kort) onmagéra
képezi. Igy a NOT miivelet érvényes miivelet egy kvantumbiten.

A QUIRKY-ben a NOT mfivelet a kvantumbiteken ugyantgy néz ki, mint a hagyomanyos

biteken, nevezetesen . Prébald meg most megépiteni a kovetkezd kvantumszamitast:

10’ 4@7 fﬂ =10;};;!

Most ugy tiinik, hogy a mérési eredmény 100% -ban egy lesz. Valéban, az eredeti |0) dllapotot
a NOT mtivelet dtalakitja |1) 4llapottd, igy az eredmény mindig egy lesz a mérési szabalyok
szerint a 2.7. egyenletben.

Hasonl6képpen definidlhatunk kvantumbit miiveleteket, ha mas tengelyek koriili tiikrozése-
ket vesziink figyelembe. Példdul ilyen a Z mtivelet, amelyet az aldbbiak szerint definidlhatunk:

zlo)=10), z|1)=—), @12)

a vizszintes |0)-tengely kortili tiitkrozésnek felel meg. Valoban, ha Z-t linedrisan kiterjesztjiik,
akkor az tetsz6leges kvantumbit dllapotra igy hat:

2(w)= (%)

ami bizonyosan kvantumbit dllapotokat kvantumbit dllapotokra képez le.
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2.4.4bra. A kvantumbiteken definidlt NOT mitivelet a 2.11. egyenletben egy 45 fokos (vagy
7t/ 4) tengely kortili tiikrozést jelent (szaggatott vonal).

2.2. Hazi feladat: A Z miivelet
Tekintsiik a kovetkez6 két kvantumbit allapotot:

_ o+ Ly
+) = 7 =) = 7

1. Szémold ki Z | +)-t és Z | —)-t.

2. Abrazold a Z mtiveletet grafikusan a koron gy, mint a 2.4. dbran.

2.2. Gyakorl6 feladat: A linearitds nem elegend6 (opcionalis)

Tekintsd a MAD miiveletet, amelyet tgy kapunk, hogy a MAD |0) = |0) és MAD |1) =
%2 (]0) + |1)) mitiveletet linedrisan kiterjesztjiik. Keress egy olyan |¢) allapotot, hogy

MAD |¢) nem érvényes kvantumbit &llapot. Igy MAD nem egy érvényes miivelet a kvan-
tumbiteken!

2.4.1. Forgatdsok

Eddig csak azt tudjuk, hogyan hozzuk létre a |0) és |1) dllapotokat a QUIRKY segitségével. A
kvantuminformatika nem lenne til szérakoztatd, ha ezek lennének az egyetlen lehet6ségeink!
Ahhoz, hogy érdekesebb éllapotokat hozzunk létre, mas kvantummdtiveleteket kell kitaldlnunk.

Egy természetes ilyen mtivelet az, hogy a kort egy rogzitett szoggel elforgatjuk. Jeloljik a 0
szoggel torténd forgatast U (6)-val. Mindig feltételezheted, hogy a szog a [0, 277) tartomanyban
van. Mivel |0) = [¢(0)) és |1) = |(5)), ez a mfivelet az alabbiak szerint hat a bazisvektorokra
(Iasd 2.5. 4bra):

U)oy =lp(0),  U@®)1)=[p@O+7%)). (2.13)

Ezt a definiciét vektoros jeloléssel is kiirhatjuk:

o ()-(S0) wo)=(2). e

ahol felhasznaltuk, hogy cos(f + %) = —sinf és sin(f + 7 ) = cos#.
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Y6+ %))

25.4bra. A |0) és |1) dllapotok 6 szoggel elforgatva, 1d. 2.13. egyenlet.

Ahogy korébban is, most is a linearitast fogjuk hasznalni, hogy U(0)-t kiterjessziik a bazis-
vektorokrol tetszbleges kvantumbit dllapotokra. A kovetkez6 feladatban meg fogod mutatni,
hogy az igy kapott U(6) miivelet valéban forgatasként hat a kvantumbit dllapotokra. Ez konk-
rétan azt jelenti, hogy a miivelet kvantumbit allapotokat kvantumbit allapotokra képez le, igy
U(#) érvényes miivelet a kvantumbiteken!

2.3. Gyakorl6 feladat: Egy qubit forgatasa

1. Szamold ki U (« Yo értékét a 2.8. és 2.13. egyenletek segitségével.
" 234 gltseg
1

2. Hasznéld |(0)) definicidjat a 2.5. egyenletben, hogy igazold tetszbleges a és f sz6-

gekre, hogy
U(a) [p(B)) = [p(a+B))- (2.15)
Ez azt jelenti, hogy U(6) forgatasként hat tetsz6leges |i()) kvantumbit dllapotra.

Segitség: A szogek Osszegére és kiilonbségére vonatkozé trigonometrikus addicios
képletek hasznosak lehetnek:

sin(a & B) = sina cos B £ cos a sin B, cos(a = B) = cosacos B FsinasinB.  (2.16)

Figyeld meg, hogy a 90 fokos (azaz 7t/2-vel torténd) forgatds nem ugyanaz, mint a tiikro-
zés. Valdban, mig mind a NOT miivelet, mind a U(7t/2) forgatas a |0)-t az |1)-re képezi le,
kiilonb6z6 médon hatnak |1)-re:

NOT|1) = [0),  U(w/2)[1) = —10).

Hogyan forgathatunk egy kvantumbitet a QUIRKY-ben? Mivel végtelen sok U(0) forgatasi
miivelet van, nem tudtuk mindet hozzdadni a Toolboxhoz. Ehelyett hozzdadhatod sajat forgaté-
saidat a Toolboxhoz! Gyakoroljunk egy 30°-os forgatds hozzaadasaval. Kezdésként vélaszd ki
a ‘Make U(0)’ lehet6séget a meniisorban. Ekkor megjelenik egy tj ablak, ahol megadhatod a

szoget:

u(e)
Angle:

OK Cancel

27



frd be a pi/6 értéket, ami 30°-nak felel meg, és erdsitsd meg az OK gomb megnyoméasaval.
Gratulélok! Sikeresen hozzdadtad az U(7t/6) forgatast a Toolboxhoz, amely most igy néz ki:

Operations Displays My Operations

/7< @ Mystery Prob U(pir6)

Toolbox

A forgatés teszteléséhez épitsd meg a kovetkezd szamitdst a QUIRKY-ben:

75.0%
AR
25.0%

|0y —U(pir6)

I

Gondoljuk végig gyorsan, hogy ez az eredmény logikus-e. A |0) = () 4llapotbdl indultunk
ki. A 2.14. egyenlet szerint barmely U (0) forgatas a |0)-t | (0)) = (<)

sin(
esetiinkben 6 = 71/6, és
~ (cos(rt/6)\ _ (/3/2
¥ (7/6)) = (sin(n/6)> = ( 1/2 >

A kvantummérés 2.7. egyenletben leirt szabdlyait alkalmazva arra a kovetkeztetésre jutunk,
hogy az 1 kimenetel valészintisége
1\* 1
= — = — = 2 0
P1 < 2) 1 5 /o,

ami pontosan az, amit a QUIRKY mondott nekiink. A kovetkez6 feladatban a QUIRKY segitségé-
vel hasonl6 médon teszteld az U(0) forgatds hatdsat a masik bazisvektorra, |1)-re.

3) )-ra képezi le. A mi

2.3. Hazi feladat: A 30°-os forgatds tesztelése

1. Epitsd meg a kovetkez6 miiveletsorozatot a QUIRKY-ben: Elgszor készitsd els az |1)
kvantumbit dllapotot, majd forgass ugyanazzal a 71/6 szoggel, és végiil mérd meg a
kvantumbitet.

2. Hasznéld a QUIRKY 'Probability Display” funkcidjat a mérési eredmények valdszi-
ntiségének meghatdrozasdhoz. Indokold meg, hogy a QUIRKY 4ltal adott vélasz
helyes.

3. Médositsd az els6 kérdésre adott miiveletsort tigy, hogy a mérési eredmény nulla
valoszintisége 42 szazalék legyen.

2.4.2. Kvantummiiveletek kompoziciéja

Mindig komponalhatunk (azaz egymads utan alkalmazhatunk) két adott kvantumbit miiveletet,
M-et és N-et, hogy 1j kvantumbit mtiveletet kapjunk. Valdban, ha |) a bemeneti allapot és
el6szor alkalmazzuk az M-et, akkor M(|¢)) = M |¢)-t kapunk. Ha ezutdn alkalmazzuk az
N-et, a kapott allapot N(M |¢p)) lesz. Ezt az sszetett miiveletet N M-mel fogjuk jelolni, igy

NM|yp) = N(M[¢)).
Vigyazz, nehogy Osszekeverd a két miivelet sorrendjét. Ha az Osszetett mtivelet NM, ez azt

jelenti, hogy el6szor az M-et alkalmazzuk, és mdsodszor az N-et! Ez azért van, mert az M a |¢)
mellett 4ll, tehat el6szor ennek kell hatnia az allapotra.
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2.4. Gyakorl6 feladat: Egy Osszetett miivelet linearitasa (opcionalis)

Igazold, hogy az NM is linearis.
Segitség: Haszndld a 2.10. egyenletet.

Hasonloképpen hdrom vagy tobb kvantumbit mtiveletet is 6ssze tudunk ftizni. Ezt Ggy irjuk,
hogy ONM és igy tovabb. Kiilonosképpen, Gj kvantumbit miiveleteket kaphatunk forgatasok
és tiikrozések kompozicidjaval. Ezt a késébbiekben, a 2.4.3. alfejezetben targyaljuk.

Erdekes megfigyelni, hogy az 6sszes eddig targyalt kvantumbit m{ivelet invertélhaté. Ez
azt jelenti, hogy barmely M mfivelethez létezik egy masik mfiivelet, amelyet M~ !-zel (M
inverzzel) jeloliink, Ggy, hogy ha elészor M-et, majd M~ !-et (vagy forditva) alkalmazzuk,
barmely kvantumbit allapota véltozatlan marad.™® Formalisan ezt a kovetkez6képpen
irhatjuk:

M 'M=MM"'=], (2.17)
ahol I az identitds mtivelet, amely a ,trividlis” tulajdonsaggal rendelkezik
Hoy=1oy, 111y =) 2.18)

(Az I-t definidlhattuk volna U(0)-ként, azaz a nulla szogt forgatasként is.) Ezért barmely |¢)
allapotra I |¢) = |ip) igaz a linearitas &ltal torténd kiterjesztéskor.

Péld4ul nézziik meg az U mitiveletet. Geometriailag egyértelm, hogy ha el6szor p-val,
majd —pB-val forgatunk, akkor egy kvantumbit dllapota véltozatlan marad. Ennek formalisabb
megértéséhez csak kétszer kell haszndlnunk a 2.15. egyenletet:

U(=B)U(B) [¢(a)) = U(=p) [p(a + B)) = [p(a+ B = B)) = |p(a))

és hasonl6an megy, ha elészor —p-val, majd p-val forgatunk. Ez azt jelenti, hogy az U( ﬁ)fl
inverz miivelete egyszertien U(—p):

Hasonl6képpen, mivel a NOT mfivelet tiikrozést jelent, egyértelmii, hogy kétszer alkal-
mazva egy kvantumbit dllapotét véaltozatlanul hagyja. Val6ban, az 1.9. egyenletbdl kdvetkezik,

hogy
NOTNOT |0) = NOT|1) = |0) NOTNOT |1) = NOT |0) = |1).

A linearitas alapjdn ez azt jelenti, hogy NOT NOT |¢) = |¢) barmely |¢) allapotra, tehdt a NOT
nem csak invertélhat6, hanem sajat maga inverze is, azaz NOT~! = NOT.

2.5. Gyakorl6 feladat: Egy Osszetett miivelet inverze

Mutasd meg, hogy ha M és N invertalhatoak, akkor NM is az. Fejezd ki az Osszetett
miivelet inverzét, (NM) !-etaz N~! és M~ ! inverzek segitségével.

Valéjdban az is kimutathato, hogy barmely linearis m{ivelet, amely a kvantumbit allapotterét
onmagdra képezi le, sziikségszertien invertdlhat6. Valoban, ez igaz a forgatasokra, U(0), és
szintén igaz lesz a tiikrozésekre, V(6), amelyeket a kovetkez6kben targyalunk. Ez ellentétben
all a valGszintiségi bitek miiveleteivel, ahol példaul a véletlen atbillentés mtvelet, F(1/2),
barmely 4llapotot az egyenletes eloszlasba, ( %% )-be, képez le (lésd 1.6. gyakorl6 feladat), és igy

nem invertalhato.
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2.4.3. Tiikrozések

Béarmely kvantumbit miivelet vagy egy forgatas, vagy egy tiikrozés. Mar ismerjiik a legélta-
lanosabb forgatdst, U(0)-t, amelyet a 2.13. egyenletben definidltunk. Azonban a tiikrozések
koziil eddig csak kettével talalkoztunk: Z és NOT, 1d. 2.11.-2.12. egyenlet. De hogy néz ki a
legaltalanosabb tiikrozés?

Egy médja annak, hogy barmilyen tiikrozést elérjiink, ha vesziink egy rogzitett tiikrozést
(mondjuk a NOT tiikrozést) és 6sszekompondljuk alkalmas forgatasokkal gy, hogy a tiikrozés
tengelye a megfelel6 mértékben moédosuljon. A kovetkezé feladatban meg fogod mutatni,
hogyan lehet két kiillonb6z6 médon el6allitani a Z tiikrozést a NOT tiikrozésbol.

2.4. Hazi feladat: Z a NOT-bol

Legyenek Z, NOT és U(0) a 2.12.,2.11. és 2.13. egyenletekben definidlt kvantummdtiveletek.
1. Taldlj egy 6 szoget ugy, hogy Z = U(68) NOT U(—0) teljesiiljon.

2. Taldlj egy 0 szoget gy, hogy Z = NOT U () teljestiljon.

Tudod &brdzolni ezt a két transzformécids sorozatot a koron?

Segitség: Nézd meg a 2.4. dbrat és azt az abrat, amit a 2.2. hazi feladatban készitettél.

Kidertiil, hogy val6jaban barmilyen tiikrozést elérhetsz az feladathoz hasonl6 triikk alkalma-
zasaval. A legéltalanosabb tiikrozés a kovetkezd formaja:

V() = NOT U(6) = U(—6) NOT. (2.19)

Péld4ul egy nagyon hasznos mtivelet a Hadamard transzformacio, amely a kovetkez6kép-
pen hat a bazisallapotokra (14sd 2.6. dbra):

1 1
V2 V2

Ezt az altalanos tiikrozés kovetkezd specidlis eseteként kapjuk:

HI0) = —=([0) +|1)) = |+),  H[1)=—(0)= 1)) =]|-). (2.20)

H =V (n/4). (2.21)

Osszefoglalva, barmely qubit m{ivelet vagy egy U(6) forgatas, vagy egy V (0) tiikkr6zés, vala-
mely 0 szogre.

2.5. Kvantumallapotok megkiilonboztetése

Aliz egy robotszamarak kozotti futéversenyt néz, és feljegyzi, hogy a kedvenc szamara nyer-e:
1-est ir, ha ez torténik, és 0-t egyébként. Ezt az informaciét egy qubitbe is kédolhatna: a legélta-
lanosabb esetben |(6p)) allapotot készit a 0 esetben (ha nem nyer a kedvence), vagy |¢(61))
allapotot az 1 esetben (ha a kedvenc szamara nyer). Aliz ezeket az dllapotokat agy tudja egysze-
rien létrehozni, hogy U(6p)-t vagy U (6, )-et alkalmazza |0)-ra, ahogy azt a 2.13. egyenletben
lattuk. Most tegyiik fel, hogy Aliz ezt a qubitet dtadja Botinak. Meg tudja-e Boti tippelni, hogy
melyik bitérték (0 vagy 1) lett kédolva, pusztdn erre az egy qubitra alapozva? Javulndnak-e Boti
esélyei, ha el8szor elvégezhetne egy forgatdst vagy tiikrozést? Ezt az elképzelést a kovetkezd
feladatban gyakorolhatod.

10Ez ajelolés a a 2.17. egyenlettel egyiitt a kovetkezdkre emlékeztethet: Ha x egy nem nulla szam, akkor x ! = %

az inverze, ami azt jelenti, hogy xx~! = x~1x = 1.
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2.6. dbra. A Hadamard mfivelet H egy qubiten egy tiikrozésnek felel meg a 22,5 fokos
(vagy 7t/8 szdgli) tengely koriil (szaggatott vonal). Az dbréan lathatok méga |0), |1), |+), és |—)
allapotok a 2.20. egyenletbdl.

2.6. Gyakorl6 feladat: Plusz és minusz

Képzeld el, hogy kapsz egy qubitet, amely a kdvetkez6 két allapot egyikében van:
0) + [1)

_ 9=
‘+>_ \/z ’ | >_ \/§ .

Ki szeretnéd taldlni, hogy melyik allapotban van. Alkalmazhatsz valamilyen forgatast,
majd mérhetsz. Milyen forgatdst érdemes alkalmaznod, és ekkor milyen valdszintiséggel
tudod eltalalni a helyes allapotot?

Ha kiilonboz6 bitértékeket kiilonb6z6 kvantumallapotoknak szeretnél megfeleltetni, tigyel-
ned kell arra, hogy ne hasznald egyszerre a |¢(0)) és |¢(60 + 7)) allapotokat, mivel ezek az
allapotok nem megkiilonboztethettk.

2.7. Gyakorl6 feladat: Megkiilonboztethetetlen allapotok

Mutasd meg, hogy a |¢(0)) és |¢(0 + 7)) = — |(0)) allapotokat semmilyen médon nem
lehet megkiilonboztetni. Azaz, fliggetlentil attdl, hogy milyen mtiveletet alkalmazol, mi-
el6tt megméred a qubitet, a mérési eredmények mindkét esetben mindig ugyanolyan
val6szintiségtiek lesznek.

Frdemes dsszehasonlitani a 2.6. és 2.7. gyakorl6 feladatokokat. Amikor két allapot csupan
egy eldjelben tér el, teljesen megkiilonboztethetetlenek, ahogy azt a 2.7. gyakorl6 feladatban
lattuk. Gyakorlati szempontbdl a + |¢(0)) vektorok ugyanazt az allapotot irjak le. Ezzel
szemben a 'relativ’ eljelek fontosak, mint a 2.6. gyakorl6 feladatban, és akar tokéletesen
megkiilonboztethet6 dllapotokat is eredményezhetnek!

A kovetkezd hazi feladatban kideritheted, mi az optimalis modja két tetszdleges kvantumal-
lapot megkiilonboztetésének.

2.5. Hazi feladat: Két allapot megkiilonboztetése

Legyen 6 és 0’ két szog. Az egyszerliség kedvéért feltételezziik, hogy — 5 < 6 < 6’ < 7.
Tegytik fel, hogy Eva ad neked egy qubitet, amely vagy |¢(6)) 4llapotban, vagy |¢(8'))
allapotban van, mindkettd 50-50% valészintiséggel. (Példaul feldobhatna egy szabalyos

érmét, hogy eldontse, melyik dllapotot adja neked.) A feladatod az, hogy kideritsd, a
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két lehet6ség kiiziil melyik allapotot kaptad. Néhany lépésben megtaldlhatod az optimalis
eljarast:
1. Elgszor alkalmazz egy U(¢) forgatast valamilyen ¢ szoggel. Melyik két lehetséges
allapotot kapod?

2. Ezutan mérd meg a qubitet, és értelmezd az eredményt a kovetkezéképpen: Ha az
eredmény 0, akkor a tipped legyen az, hogy a kapott allapot |((0)) volt, egyébként
pedig hogy |¢(0')). Mi a valoszintisége annak, hogy ezzel helyesen azonositod a
kapott allapotot? Irj fel egy képletet §, 8 és ¢ fliggvényében.

Otlet: El6sz6r szamold ki a siker valészintiségét, feltételezve, hogy az elss allapotot

kaptad, majd a siker valészintiségét, feltételezve, hogy a masodik allapotot kaptad,
végiil idézd fel, hogy valdjdban 50-50% eséllyel kapod egyik vagy masik allapotot.

3. Még mindig szabadon megvélaszthatod a ¢ forgatasi szoget. Mi a siker val6szintisége
6 és ¢ fiiggvényében, ha a lehet legjobban valasztod meg ¢-t?

Otlet: Prébald meg hasznélni a 2.16. egyenlet trigonometrikus azonossagait. Ezek
alapjan megmutathatod, hogy

2 2

sin”a = %(1 — cos(2a)), cos”a = = (1 + cos(2w)). (2.22)

N —

Ha elakadsz, hasznélhatod a Wolfram Alpha-t is.

2.8. Gyakorl6 feladat: Torott lab és kar (opcionalis, csillagos)

Probléma: Aliz és Boti szeretnek a varosuk koriili va-
donban barangolni. Hogy konnyebben tudjanak haladni,
a rengetegben két nagy gorilla robotot épitettek, amik
kényelmesen a hatukon tudjak 6ket hordani. Azonban
egy szerencsétlen napon Boti robotja véletlentil leesik egy
sziklarol! Szerencsére Boti néhdny ztizoédassal megtissza
a zuhandst, de a robotja elég stlyosan megsériil: egy karja,
egy ldba és a kommunikécids eszkoze is eltorik. Botindl
nincsenek tartalék alkatrészek, de legalabb sikeriil rovid &
id6re megjavitania a kommunikdacids eszkozt. Sajnos ez /7”'&/

csak egy bitet vagy egy qubitet tud kiildeni, miel6tt vég- &

leg elromlik. Boti szeretné kozolni Alizzal, hogy melyik

laba (bal vagy jobb) és melyik karja (szintén bal vagy jobb)

tort el a robotjanak, hogy Aliz leszerelhesse a megfeleld alkatrészt a robotjarél és leereszthes-
se neki a szakadékba. Aliz csak egy végtagot (vagy labat, vagy kart) tud kiildeni neki, mert
mindkét robotnak haza kell tudnia menni (amit még harom végtaggal meg tudnak tenni).
A helyzetet bonyolitja, hogy nincs Alizndl az dsszes sziikséges szerszdm, hogy barmely
végtagot le tudja szerelni a robotjardl. Boti emlékszik, hogy Aliz vagy a ldbakhoz, vagy a
karokhoz val6 szerszdmokat vitte magaval (de nem mindkett6t), viszont nem emlékszik
melyiket.

Négy lehetséges kombindcidja van annak, hogy Boti robotjanak melyik laba és karja
tort el — feltételezheted, hogy mindegyik valészintisége 1/4. Hasonloképpen, Aliz kéttéle
végtagot tud leszerelni a robotjarél (vagy a ldbakhoz, vagy a karokhoz van szerszama), és
feltételezheted, hogy a 1/2 valdszinfiséggel vitte magaval a megfeleld szerszamokat.
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Kérdések:

1. Ha Boti csak egy bitet tud kiildeni Aliznak, hogyan dontson annak értékérdl attol
figgben, hogy a négy lehetséges kombindcié koziil miképp tortek el a robotjanak
végtagjai? Hogyan kellene Aliznak értelmeznie az {izenetet, és eldontenie, hogy a bal
vagy a jobb végtagot kiildje el? (Emlékezz, hogy Aliz csak ldbakat, vagy csak karokat
tud kiildeni, de Boti nem tudja hogy melyiket.) Ha mindketten az optimalis stratégiat
haszndljdk, mekkora valészintiséggel fogja Aliz helyesen értelmezni Boti iizenetét, és
elkiildeni a megfelel végtagot a robotjahoz?

2. Mivéltozik, ha Boti egy kvantumbitet kiildhet? A helyzett6l fligg6en Boti négy allapot
koziil vélaszthat egyet, és Aliz a ndla 1év6 szerszamtdl fiigg6en két forgatas koziil
valaszthat miel6tt megmérné a kvantumbitet. Mi az optimalis kozos stratégidjuk, és
mekkora valészintiséggel lesz sikeres?

Feltételezheted, hogy Aliz és Boti tudjak, hogyan kell értelmezni egymads iizeneteit, mivel
elére megbeszélték, mit tesznek majd ha valaha el6fordul ez a konkrét vészhelyzet.

2.5.1. Egy masik rejtélyes miivelet

Még nem beszéltiink a sdrga dobozrél a Quirky-ban. Ellentétben a mult heti rejtélyes miivelettel,
amely biteken m{ikodott, ez a heti rejtélyes doboz kvantumbiteken miikodik. Nevezziik ezt a
rejtélyes kvantummdtiveletet M-nek. Hogyan tudhatnank meg, mi zajlik a doboz belsejében?
Els6 1épésként vizsgaljuk meg, hogy mi az M |0). A Quirky-ban ezt az édllapotot a kovetkezs
beallitassal hozhatjuk létre:

|O ) —|Mystery

Az ismeretlen dllapot meghatdrozasdnak problémadjat kvantuméllapot tomogréfidnak nevezziik,
mivel kiillonb6z6 mérések elvégzésével szeretnénk egy ismeretlen kvantumallapotot ‘kiviilrél’
rekonstrudlni. Ez egy alapvet6 feladat, amellyel a kisérletez6k nap mint nap szembesiilnek,
amikor meg akarjak gy6z6dni arrdl, hogy a laboratériumban eléallitott kvantumallapot valéban
az a kvantumallapot, amelyet 1étre akartak hozni!

Mar jelent6s informdciét nyerhetiink az ismeretlen dllapoton végzett mérés segitségével.
Ennek megértéséhez irjuk fel

M]0) = <4’°> .
1

Ha végrehajtunk egy mérést, akkor a 2.6. egyenlet szerint az 1 kimenetelt ¢7 valészintiséggel
kapjuk meg. Ez azt jelenti, hogy ha a fenti kisérletet sokszor megismételjiik, akkor azt varjuk,
hogy az 1 kimenetel el6fordulési ardnya nagyjabol ¢3. Ez teljesen analég ahhoz, ahogyan
egy érmét sokszor feldobva és a fejek és frdsok szamat megszamolva becstilhetjiikk meg a
pénzérme tisztasagat, ahogyan a mult héten megbeszéltiik az 1.3. alfejezetben. Ez eljarést
biztosit szimunkra a y? becslésére. A Quirky-ban egyszerfien hasznalhatjuk a valészinfiség
kijelz6t a mérés utan, hogy meghatdrozzuk az 1 kimenetel valdszin{iségét:

B8.3%
|0) —Mystery o

Igy megallapitjuk, hogy ¢? ~ 11,7%. Mivel M |0) egy egységvektor, azt is kovetkeztethetjiik,
hogy $3 = 1 — 2 ~ 88,3%. Azonban az amplittidok lehetnek negativak is, igy ez csak a i
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és 1 elGjeleit hatdrozza meg! Most emlékezziink vissza a 2.7. gyakorl6 feladatra, hogy |i)
és — |¢) megkiilonboztethetetlenek, igy csak a teljes eldjel figyelembevételével remélhetjiik
|¢) = M |0) meghatarozdsat. Tehat két lehet&ség marad:

I V/88,3% 4 V/88,3%
VI11,7%) 7 —/11,7%

Figyeljiik meg, hogy ez a helyzet nagyon hasonl6 a a 2.6. gyakorl6 feladathoz, ahol el kellett
dontentiink |+) és |—) kozott. Az utols6 hazi feladatban tisztdzni fogod a helyzetet és feltdrod a
rejtélyes doboz bels6 miikodését.

2.6. Hazi feladat: Rejtvényfejtés

1. Hogyan dontheted el, hogy a két lehet6ség koziil melyik az eset? Hasznéld a Quirky-t,
hogy meghatarozd az M |0) kvantumadllapotot az el&jelig.

2. Hasonl6képpen hatdrozd meg az M |1) kvantumaéllapotot az el&jelig.

3. Bonusz kérdés: Az 1. és 2. 1épések teljesen meghatdrozzak a M kvantum mftiveletet?
Ha igen, i1j le egy képletet az M-re. Ha nem, hogyan tudhatod meg az M-et?

2.6. Fizikai kitekintés (opcionalis)

A Kovantum Kiildetés £6 fokusza a kvantuminformatika matematikdjdra iranyul. Azonban, mi-
vel kis kvantumszamitégépeket mar épitettek laboratériumokban vildgszerte, hasznos egy
kicsit ismerni a kvantumszamitastechnika fizikdjdt is. Milyen fizikai hatdsok teszik lehet6vé a
kvantumszamitégépek miikodését?

2.6.1. Interferencia

Az egyik legfontosabb fizikai hatds, amit a kvantuminformatika haszndl, az interferencia —
az egymadst atfed6 hulldimok vagy rezgések kolcsonhatasa. Az interferenciat megfigyelheted
példaul az egymast keresztez két hajo 4ltal keltett vizhulldmokon, vagy ha egyszerre dobsz két
kovet egy nyugodt téba. Amikor a hulldmok er&sitik egymast, azt konstruktiv interferencianak
nevezziik, amikor pedig gyengitik egymast, azt destruktiv interferencianak (lasd 2.7. abra).

Az interferencia mas helyzetekben is fontos szerepet jatszik, példdul a hanghullamok eseté-
ben. Egy ismer&s példa lehet a zajsztird fejhallgatokban 1étrejové destruktiv interferencia. Ezek
ugy mikodnek, hogy rogzitik a hattérzajt, és visszajatsszak azt neked, de ellentétes rezgési
irdnyban. Amikor ez a rogzitett hang atfedi az eredeti zajt, kioltjdk egymadst: 1 —1 = 0. Ha
a fejhallgaté nem forditand meg a rezgés iranyat, hanem tgy jatszana vissza a hangot, ahogy
érkezik, sokkal hangosabb zajt hallandl: 1+ 1 = 2. Ez gyakorlatilag hallokésziilékké véltoztatna
a fejhallgatodat!

A kvantumszamitds egyik fontos kiilonbsége a val6szintiségi szdmitashoz képest, hogy mind-
két tipust interferenciat — konstruktivat és destruktivat — is képes haszndlni, mig a val6szin{iségi
szdmités csak konstruktiv interferenciat haszndlhat. Ennek matematikai szemléltetéséhez idéz-
ziik fel az F(1/2) valoszintiség-atbillentési miiveletet és a H Hadamard-mtiveletet az 1.14. és
2.20. egyenletekbdl:

FA/2) 0= 00+ 300,  HIO =0+ 1),
FA/2) )= 300+30,  H =0 - 1 2.23)

34



— 1 >

Konstruktiv Destruktiv
interferencia interferencia
2.7. abra. Két hulldm interferencidja: minden pontban a kék és a narancssarga hulldm

amplitadéi 0sszeadddnak, 1étrehozva a zold hulldmot. Amikor mindkét amplitadé eldjele
azonos, az interferencia konstruktiv, és még nagyobb amplitidé6t kapunk. Amikor az interferdlé
amplitadok kiilonbozo elGjeliiek, az interferencia destruktiv, és sokkal kisebb amplitadoét ka-
punk.

A négyzetgyokoktol eltekintve a két miivelet szinte azonos. Azonban vegyiik észre, hogy
mig F(1/2) [1] plusz el&jelti, addig H |1) minusz eljelti. Ez apro6 kiilonbségnek tiinhet, de
messzehat6 kovetkezményei lehetnek.
Vizsgéljuk meg e két miivelet hatdsat az egyenletes eloszldsra % [0] + % [1] és annak kvan-
1

tumanal6gjéra, a plusz allapotra [+) = —=0) + % |1). Az F(1/2) val6szinfiség-atbillentési

miivelet az egyenletes eloszlasra a kovetkez6képpen hat:

F1/2) (304 3 [0) = 3 F/2) 0+ 3 FA/2) [

252
:§<;[o]+;[1]>+;<;[0]+;[1]>

11 11 11 11

= <z'z+z'z> [0]+<2'2+2'2> 1]

1 1
= -0/ + £ (1],

2 01+ [1]
ahol a linearitast és a 2.23. egyenletet hasznéltunk, és osszegyfijtottiik a [0] és [1] allapotok
val6szintiségeit. Figyeljitk meg, hogy az [1] dllapot valoszintiségei mindkét tagban er&sitik
egymadst, igy a végs6 valdszintliség 1/2 lesz. Ez nagyon intuitiv: ha egy egyenletesen véletlen
bitet 4tbillentesz, akkor az egyenletesen véletlen marad.

Vizsgaljuk meg most a Hadamard mfivelet H hatdsét a plusz allapotra |+):

1 1 1 1
H<ﬁ\0)+ﬁ\1)> = S HI0+ S H
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A szdmitds majdnem azonos, de az eredmény nagyon kiilonb6z6 — az |1) llapot amplitadéi
teljesen kioltjak egymadst, és csak |0) marad. Ilyen destruktiv interferencia lehetetlen val6szinti-
ségi biteknél, mert a valdszintiségek mindig pozitivak — csak erdsithetik egymast, de soha nem
olthatjak ki egymast.

Bér a véletlen és kvantumbitek nagyon hasonldak, ez a példa szemlélteti, hogyan viselked-
hetnek kiilonb6zben a destruktiv interferencia révén. Sok kvantum kiilonlegesség, amellyel a
kovetkez6 hetekben taldlkozol, valamilyen médon ennek a jelenségnek a kovetkezménye. A
destruktiv interferencia lehetésége pontosan az, ami elényt biztosit a kvantumszamitégépeknek
a klasszikus szdmitégépekkel szemben — lehetévé teszi a kvantumszamitégép szdmadra, hogy
csak a helyes vélaszt adja meg, a helytelen vélaszokat pedig a destruktiv interferencia révén
kioltsa. Ahogy azt részletesebben latni fogjuk az 5.2. alfejezetben, ezt gyakran a Hadamard-
kapuval érik el, ami ezért kozponti szerepet jatszik sok kvantumalgoritmusban.

2.6.2. Polarizacio

Most, hogy matematikailag mar ismerjiik a qubit dllapotokat és miiveleteket, j6 lenne ezeket
valami fizikai dologhoz kapcsolni.

Egy qubit fizikai megvalositasai koziil az egyik legkézzelfoghatobb a fény polarizacidja.
A fény egy elektromdgneses hullam, amely egyenes vonalban terjed a térben. Ez a hulldm a
terjedés iranydra merdleges irdnyban rezeg. Tobb ilyen irdny is lehetséges — egy el6re halado
hulldm rezeghet balrél jobbra vagy fentrdl lefelé. Ezek a vizszintes és fligg6leges rezgési modok
hasznélhatok a qubit két bazisdllapotanak fizikai megvalésitdsara:

Altalanosabban az allapot fizikai megvaldsitdsara, egy olyan hulldmot is haszndlhatunk, amely
8 szogben rezeg a vizszintes tengelyhez képest:

sin 6

[$(0)) = cos B |«+) +sinf|}) = (cose> .

Példaul a 45°-0s szogben, a fiiggbleges és vizszintes irdnyok kozott rezgd, atlésan polarizalt
fény az |p(r/4)) = |+) allapotot valdsitja meg. Figyeljiik meg, hogy ebben a megvalésitdsban
az elektromégneses hulldm rezgési irdnya megegyezik annak a vektornak az irdnyaval, amelyet
a 2.1.2. alfejezet 2.1. dbrdjan hasznéltunk a qubit 4llapotdnak egységkoron valé dbrdzoldséra.

Ezen allapotok eldéllitdsdhoz egyszertien dtengedhetiink egy fénysugarat egy polarizatoron,
mint amilyen a napszemiivegedben vagy a moziban hasznalt 3D szemiivegben van. A polariza-
tor csak a hulldm egy részét engedi at — azt, amelynek rezgési irdnya kompatibilis a polarizator
irdnyaval. A |i(0)) allapot el6éllitdsdhoz egyszertien megdonthetjiik a polarizatort 6 szogben a
vizszintes tengelyhez képest. Példdul, a 2.8. abran lathato, hogyan lehet el6éllitani a |0), |1) és
|+) allapotokat.

A qubit dllapotok polarizélt fénnyel valé megvaldsitdsanak egy érdekes tulajdonsaga, hogy
a |p(0)) és |p(6+ m)) allapotokat ugyanazzal az eljardssal éllithatjuk el — a polarizator 6
szogben valé megdontésével. Ez azt jelenti, hogy ennek a két dllapotnak azonosnak kell lennie!
Igy a polarizacié intuitiv magyarazatot ad arra, hogy miért kell a [¢p) és — |¢) allapotoknak
megkiilonboztethetetlennek lenniiik (lasd 2.7. gyakorl6 feladat).

A qubitek polarizalt fényként valé megvalésitdsdnal egy masik elénye, hogy konnyen
vizualizdlhatjuk a mérést. Tegyiik fel, hogy meg akarjuk mérni a |¢(0)) allapotot, hogy megha-
tarozzuk a 0 kimenetel valészintiségét. Ha az allapotot egy 6 szogben polarizélt fénysugarként
kapjuk meg, egyszertien dtengedhetjiik egy vizszintes polarizdtoron, és megnézhetjiik, mennyi
fény jut 4t — ha a fényerd 70%-ra csokkent, akkor a 0 kimenetel valészintisége 70%. Példaul, ha
a bejove fénysugdr vizszintesen polarizélt volt, az 0sszes atjut, mig ha fliggdlegesen polarizalt
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2.8.4bra. A vizszintesen, fligg6legesen és dtlésan polarizlt fény hasznélhat6 a |0), |1) és |+)
qubit allapotok reprezentalasara.

100% 0% 50%

-~

2.9.4bra. A fény vizszintes polarizaciéjanak mértéke meghatarozhaté gy, hogy atengedjiik
egy vizszintes polarizdtoron, majd megmérjiik a fényerejét. A vizszintesen, fligg6legesen és
atlésan polarizélt fény esetében ez 100%, 0% és 50% fényer&t eredményez, ami egybeesik a 0
kimenet megfigyelésének valdszintiségével a |0), |1) és |+) allapotok megmérésekor.

volt, semmi sem jut 4t. Egy atlésan polarizalt fénysugar vizszintes polarizatoron val6 athaladasa
pedig 50%-o0s fényerd-csokkenést eredményez (lasd 2.9. dbra).

2.9. Gyakorl6 feladat: Polarizaciés kisérlet

Ha van otthon egy polarizalt napszemiiveged, felveheted, és megnézheted a telefonod
vagy a szamitogéped képerny6jét. Altalaban a képernySk polarizalt fényt bocsatanak ki
(amelynek polarizécios irdnya az eszkoztdl fiigg). Amikor oldalra dontdd a fejed, latnod
kell, hogy a képerny? vildgosabbéa vagy sotétebbé vélik. El tudod magyardzni, hogy miért
van ez igy?

A fény polarizacidja csak egy példa arra, hogyan lehet egy qubitet megvalésitani a labora-
toriumban. Egy masik példa a fényt hordozo6 részecske, a foton helyzete — mivel egy foton a
kvantummechanika térvényei szerint viselkedik, egyidejtileg lehet két helyen szuperpoziciéban.
Ha ezeket a helyeket 0-nak és 1-nek nevezziik, a foton dllapota megfeleltethett egy qubitnek.
Sok maés lehet6ség is van: egy szupravezetd dramkorben az dram egyszerre folyhat mindkét
irdnyban, egy elektron egyszerre két palydn is lehet egy atom koriil, és igy tovabb. Roviden,
barmely kvantummechanikai rendszer amelynek van két kiilonb6z6 allapota, az lehet azok
szuperpozicidjaban is, igy potencidlisan hasznélhaté egy qubit fizikai megvalésitasara.
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2.7. A gyakorl6 feladatok megoldasai

2.1. Gyakorlé feladat megoldasa
Figyeljiik meg, hogy

=25 (1) =y, 1= (1) = e,

Tehat a szogek 6 = +71/4, és a két 4llapot rendre 45 fokkal felfelé és lefelé helyezkedik el
|0)-tol.

2.2. Gyakorlé feladat megoldasa

Legyen |¢) = \% (10) 4 |1)), ami egy érvényes kvantuméllapot. Mivel MAD a linearitéssal

torténd kiterjesztéssel nyerhetd, a 2.8. egyenlet szerint

1 1 1 1
MAD |¢) = MAD (ﬁ 10) + 7 |1>> = Z5MAD 10) + ZZMAD 1)

1 1 1 1 1
= 2510+ 340+ = (543 ) o)+ 5 1.

De
(LY e () e 2 p

tehdt MAD |¢) nem érvényes kvantuméllapot.

2.3. Gyakorl6 feladat megoldasa

1. U(w) egy tetszbleges édllapoton a kovetkez8képpen hat:

o0 () = ) 0 () = (22) 0 (2)

B (1/J0 cosa — Py sin uc)

~ \Yosina + ¢y cosa

2. Mivel [(B)) — (C‘)Sﬁ)

sin

() [9(B)) = U() (cosﬁ) _ <cos,Bcoszx—sinﬁsinlx> _ (Z?r?((zig)))

sin cos Bsina + sin f cos

= [pla+p)).




2.4. Gyakorlé feladat megoldasa

Vegytiink egy tetsz6leges édllapotot ¢ |0) + ¢ |1), el6szor hasznaljuk M linearitdsat, majd
N linearitasat:

NM(o [0) + 1 ]1)) = N(M(40[0) + 91 [1)))
= N($oM [0) + 1M [1)) = $oNM [0) + $1NM [1)

Az utols6 1épésben a 2.10. egyenletet hasznaltuk.

2.5. Gyakorlé feladat megoldasa

Mivel (NM)~! = M~IN~!, hiszen barmely |¢) esetén

M™TINTINM[p) = M- (NTIN(M ) = M (M [p)) = MM [y) = [¢)

NMM™IN"! ) = N(MM ™' (N~ [))) = N(N"'[)) = NN ') = [y).

2.6. Gyakorl6 feladat megoldasa

Alkalmazd az U(—7/4) miiveletet és mérj. Biztosan meg tudod tippelni az allapotot!

2.7. Gyakorlé feladat megoldasa

Lattuk fentebb, hogy barmely rotcidk és tiikkrozések kombindciéja M linearis. Igy ha

M |p(8)) = [(8") = (555 ), akkor M(—[(6))) = —[9(6')) = (Z523). A 26.egyen-
let alapjan a pg és p; mérési kimenetelek valészintisége mindkét dllapot esetében azonos.

2.9. Gyakorlé feladat megolddsa

A fejed megdontésével megvaltoztatod a napszemiiveged polarizatora és a képerny® altal
kibocsatott elektromdgneses fényhulldmok rezgési irdnya kozotti szoget. Mivel a polari-
zéatoron athaladé fény mennyisége ettdl a szogtdl fiigg, a képernyd vilagosabbnak vagy
sotétebbnek fog tlinni. Hasonldan, a 0 szog megvaltoztatdsa megvaltoztatja annak val6szi-
niiségét, hogy a |¢(0)) allapot megmérésekor a 0 kimenetelt kapjuk.

39



2.8. Gyakorl6 feladat megoldasa

Boti alapveten 2 bitet szeretne kiildeni, amelyek jelzik, hogy melyik lab és kar van eltorve.
Azonban Aliz csak az egyik bitre kivancsi, mivel csak egyféle szerszdm van néla.

1. Jeloljiikk mindkét bit lehetséges értékeit L-lel (bal) és R-rel (jobb). Boti példaul me-
probélhatja a két bit "tobbségi szavazatat" kiildeni, ami a kovetkez6 kédoldsnak felel
meg: LL — L, RR — R. A fennmarado két esetet tetsz6legesen kddolhatja, példaul
LR — L, RL — R. Aliz stratégiaja egyszerfien az, hogy azt a végtagot kiildi, amelyik
megfelel Boti tizenetének (a bal végtagot, ha L-t kapott, és a jobb végtagot, ha R-t
kapott). Ekkor a helyes vélasztés val6sziniisége

1 1 1 3
4<1+1+2+2) =2-oum, (2.24)

ahol a zdardjeles Osszegben 1év6 tagok a sériilt robot négy lehetséges allapotdnak
felelnek meg, és Aliz helyes dontésének valdszintiségét fejezik ki.

2. Boti példéul az alabbi qubit dllapotok koziil kiildhet egyet attol fiiggéen, hogy melyik
végtagok vannak eltorve (LL bal 14b és bal kar, LR bal 14b és jobb kar, stb.)

|LL) = cos(7t/8) |0) —sin(7r/8) |1)
|ILR) = cos(7t/8) |0) + sin(7t/8) |1)
|RR) = cos(37/8) |0) + sin(377/8) |1)
|RL) = cos(37t/8) |0) — sin(37/8) |1)

A 18b bit visszafejtéséhez Aliz egyszertien csak megméri a qubitet. A kéz bit visszafej-
téséhez Aliz elészor alkalmazza az U(71/4) mtiveletet és csak utdna mér. (Erdemes
megjegyezni, hogy Aliz nem tudja mindkét bitet visszafejteni, mivel az eredeti dllapot
a mérés utdn elvész.) Konnyen lathatd, hogy mind a két esetben a siker valészintisége
cos?(rt/8) = % + ﬁ ~ 0,85. Ez markénsan jobb, mint a klasszikus esetben!

A 1ab bit visszafejtése A kéz bit visszafejtése
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3. Kiildetés: Az 6sszefonddas kibogozasa

Az el6z6 kiildetésekben megismertiik, hogyan viselkedik egy val8szintiségi bit és egy
qubit. Ezen a héten azt fogjuk megtanulni, mi torténik, ha kettd van bel6liik. El8szor két
bitet vizsgalunk meg, és megnézziik, milyen allapotokban lehetnek, illetve hogyan lehetnek
korreldltak. Ezutan ratériink két qubit vizsgalatara, és arra, hogy mit jelent az, ha dsszefonddnak.

3.1. Két val8szintiségi bit

Ha két érmét helyezel az asztalra, azok négy lehetséges konfiguracidéban lehetnek:

Ezek négy lehetséges bitsorozatnak!! felelnek meg: 00, 01, 10, 11.

Ha van egy val6szint{iségi bit parod, az dllapotukat négy lehetséges determinisztikus al-
lapot valészintiségi eloszldsa irja le. Mds széval, az dllapotukat négy szdm hatdrozza meg:
Poo, Po1, P10, P11 = 0, ahol poo + po1 + p1o + p11 = 1. Akdrcsak egyetlen bit esetében, ezt felirhat-
juk egy vektorként:

Poo

Po1

o | (3.1)

P11
Bér pontos, ez a leirds elég nehézkes, mert nehéz lehet kovetni, hogy melyik valészintiség
melyik bitkonfiguraciéhoz tartozik (vajon a p1g vagy a po1 jon el6bb?!), és ez csak nehezebb lesz,
ha ketténél tobb bitiink van. Sokkal kényelmesebb olyan jelolést hasznélni, ami kozvetlentil
lehet6vé teszi, hogy nyomon kovessiik az egyes bitsorozatokhoz rendelt val6szintiségeket. Ezért
kib&vitjiikk az 1.3. egyenletben bevezetett jelolést, amit egyetlen valszintiségi bitnél hasznéltunk,
és a fenti kétbites allapotot a kovetkez6képpen irjuk fel:

Poo [00] + po1 [01] + plo[lo] + p1 [11]. (3.2)

Ha szeretnéd, a fenti szdmokra barmkor gondolhatsz tigy mint a 3.1. egyenletben szerepl6
vektor 4 koordinétdjanak az 1.2. egyenlethez hasonlé médon:

1 0 0 0
o) ={g|. =[] nmo={7|. mu=|; (3.3)
0 0 0 1

Ennek a jelolésnek egy elénye tobb bit esetén az, hogy egyszertien kihagyhatjuk a nulla
értékii elemeket. Ezért egyszertien azt irhatjuk, hogy

2100] + 511

az alabbi sokkal hosszabb kifejezés helyett

£100] +0[01] +0[10] + 3 [11].

Ezzel a jeldléssel sokkal konnyebb leirni a méréseket és miiveleteket tobb valészintiségi biten.
Két val6szintiségi bitet vizsgdlhatunk QUIRKY segitségével, amely a mult hét 6ta ismét Gj
képességeket kapott. Kezdésként menj a kovetkez6 oldalra:

HA ’sorozat’ szimbolumok egymasutanjat jelenti (ebben az esetben: bitértékek sorozatat). Ez lesz a kedvenc
jelolésiink, amikor tobb érmével vagy bittel foglalkozunk.
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https://www.quantum-quest.org/quirky

és kattints a ,Quest 3”-ra, majd vélaszd a , Two Bits” opci6ét. A bongészéd hasonléan fog
kinézni, mint a 3.1. dbrdn. Vedd észre, hogy most két vezetékiink van, amelyek két bitnek
felelnek meg, és [00] allapotban vannak inicializalva. Taldn meglepd médon az elsé bit az alsé
vezetéknek, a mdsodik bit pedig a felsé vezetéknek felel meg. Emellett van egy 1ij doboz: [e](de
a rejtélyes doboz elttint). Ennek a doboznak a jelentését kés6bb targyaljuk ebben a fejezetben.

@ quantum-quest.nl

The Quirky Probability Simulator
y y QuSoft
Quest 3: Wizard of entanglement (two bits) e G e
Share Make R(r)
3 Operations Displays My Operations
el
JEIR
Bit 2: [0]
Bit1: [0]

This is Quirky Version 0.3.0. Quirky is based on Craig_Gidney's awesome quantum circuit simulator Quirk.

3.1. dbra. QUIRKY a 3. kiildetéshez.

3.1.1. Mindkét bit mérése

Két val6szintiségi bit mérése (vagy "megfigyelése") ugyanigy miikodik, mint az 1.18. egyen-
letben egyetlen bit esetén. Négy lehetséges eredmény (00, 01, 10, vagy 11) egyikét kapod a
megfelel6 valoszintiséggel:

poo [00] + po1[01] + p10[10] + p11 11]

// \ \\

A mérés utdn mindkét bit dllapota mar nem négy lehetéség eloszlasa, hanem egyetlen opcio,
amely megfelel a megfigyelt mérési eredménynek. Hogy hangstilyozzuk ezt a kiilonbséget,
vildgoskéket haszndlunk a val6szintiségi bitekhez, és sziirkét a determinisztikusakhoz a mérés
utan. Hogyan mérhetjiik mindkét bitet QUIRKY-ban? Egyszerfien hasznaljuk a valészinfiségi

kijelzé6t, igy:

100.0%

Bit2:  [0] =

0.0%

0.0%

Bit1:  [0] =
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https://www.quantum-quest.org/quirky
https://www.quantum-quest.org/quirky/QuirkyQuest3P.html
https://www.quantum-quest.org/quirky/QuirkyQuest3P.html#circuit=%7B%22cols%22%3A%5B%5B%22Chance2%22%5D%5D%7D

Vedd észre, hogy alapértelmezetten a val6szintiségi kijelz6 mindkét vezetékhez csatlakozik, igy
mindkét bit valoszintiségeit mutatja. A valdszin{iségek sorrendje ugyanaz, mint a 3.1. egyenlet
egyenletben a 4-vektoros jelolésnél. Nem kell megjegyezned a sorrendet. Egyszerfien vidd az
egérkurzort a tdblazat f61é, hogy emlékeztesd magad (koszi, Craig!).

Péld4ul, ha a két valdszintiségi bit dllapota

%[00] - %[11], (3.5)

akkor mérési eredményként vagy 00-t, vagy 11-et kapunk, mindkettdt 50% valdszintiséggel.
Figyeld meg, hogy ez az allapot kiilonleges — ha latjuk, hogy az els6 bit mérési eredménye
0, azonnal tudjuk, hogy a masodik bit eredményének is 0-nak kell lennie, és hasonléan, ha
barmelyik eredmény 1. Mivel mindkét bit mérési eredménye mindig egyenld, a (3.5) dllapota
két bitet tokéletesen korrelaltnak nevezziik. Alabb latni fogjuk, hogyan lehet ilyen allapotokat
létrehozni.

3.1.2. Lokalis miiveletek

Ha két vagy tobb valGszinfiségi bited van, sokféleképpen végezhetsz rajtuk miiveleteket. Péld4-
ul, végezhetsz miiveletet az 0sszesen egyszerre egy globdlis mtivelettel, vagy csak egyen vagy
néhanyon egy idében egy lokdlis mfiivelettel. Nézziik el8szor a lokalis miiveleteket.

Emlékezz a NOT mtiveletre az 1.2. alfejezet alfejezetbl, amely atbillenti a bitet. Mi torténik,
ha két bitiink van, és csak az els6n alkalmazzuk a NOT-ot? Ebben az esetben az els6 bitet kell
atbillenteni, mig a masodiknak véaltozatlannak kell maradnia. Ez azt jelenti, hogy az els6 biten
végzett lokdlis NOT mfivelet, amit NOT;-gyel jeloliink, a kovetkez&képpen miikodik:

NOT; [00] = [10], NOT; [01] = [11], NOT;[10] = [00], NOT;[11] =[01].  (3.6)

Hasonl6képpen, ha csak a médsodik biten alkalmazzuk a NOT-ot, az eredményiil kapott NOT;
miivelet a kovetkez6képpen miikodik:

NOT, [00] = [01], NOT,[01] =[00], NOT,[10] = [11], NOT,[11] = [10]. 3.7)

Amit most leirtunk, azok lokélis NOT miiveletek determinisztikus biteken. Hogyan kellene
ezeket kiterjeszteniink val8szintiségi bitekre? Emlékezziink vissza az 1.2.1. alfejezetbdl, hogy
barmely miivelet, amely teljesen meghatédrozott determinisztikus biteken, kiterjeszthet6 vals-
szin(iségi bitekre linearisan. Példaul a NOT, a kovetkez6képpen miikodik két valészintiségi
biten:

NOT; (poo[00] + por[01] + p10[10] + p11[11])
= poo[01] + p1[00] + p10[11] + p11[10]
= po1 [OO] + poo [01] + p11[10] + pm[ll],

ahol az els¢ 1épésben a 3.7. egyenletet hasznéltuk, a masodik 1épésben pedig csak atrendeztiik a
tagokat a bindris sorozatok sorba rendezéséhez. Ezt felirhatod a 4-vektoros jelolésben is, de az
valamivel kevésbé intuitiv:

Poo po1

NOT, | Pt = [Poo|. (3.8)
P10 P11
P11 P10
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3.1. Gyakorl6 feladat: NOT; a 4-vektoros jelolésben (opcionilis)

A 3.8. egyenlet egyenlethez hasonléan ird fel a NOT; mfivelet hatdsat két val6szintiségi
biten a 4-vektoros jelolésben.

Egy egybites miivelet alkalmazédsdhoz QUIRKY-ban az adott dobozt az els6 vagy a masodik

vezetékre helyezziik. Példdul a kovetkezs sorozat el6éllitja a [10] &llapotot, és megmutatja a
kimeneti valészintiségeket mindkét bit mérésekor:

Bit2: [0]

Bit 1: [O]z@ﬁ C.'U"

Ez értelmes, mivel QUIRKY-ban az als6 vezeték felel meg az elsé bitnek.
Hasonloképpen, ha elszor az egyik bitet billentjiik 4t, majd a masikat, az eredmény a [11]
allapot lesz:

0.0%

Bit2: [0]

0.0%

0.0%

Bit1: [0] %

100.0%

Nyilvanval6, hogy a két NOT mtivelet alkalmazasi sorrendje nem szdmit. Ez azt jelenti, hogy
pdrhuzamosan is alkalmazhatjuk 6ket:

Bit 2: [0]:-@-: 0.0
0.0%
0.0%

Bit 1: [0] =@=1°°.°‘

Ugyanigy alkalmazhatunk véletlen mfiveleteket az egyik biten. Péld4ul tegyiik fel, hogy az
els6 biten az R(r) mtiveletet végezziik, amely r valészintiséggel lenulldzza a bitet (az 1.13. egyen-
let). Mivel R(r)[0] = [0], ezért

R(r)1[00] = [00], R(r)1[01] = [01]. (3.9

Es mivel R(r)[1] = r[0] + (1 — r)[1], ezért
R(r)1[10] = r[00] + (1 — r)[10], R(r)1[11] = r[01] + (1 — r)[11]. (3.10)

Példdul, ha elgkészitjiik a [11] allapotot, és R(1/3)-at alkalmazunk az els$ biten, akkor a
kovetkezét kapjuk:

R(1/3a[11] = 501 + 211, (3.11)

amit QUIRKY is megerdsit:

| 0.0%

Bit2: [0] %

=8 . 3%

0.0%

Bit1: [0] =@=.R(1/3).= =

Itt van egy még érdekesebb példa, amit az aldbbi feladatban vizsgalhatsz meg:

Bit2: [0] =@=.R(1/3) e

$2.2%

22.2%
Bit1: [0] :@:R(m).: & ..

|

(3.12)
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3.1. Hazi feladat: R(7) a masodik biten

1. Irj fel képleteket R(r)y-re a 3.9. és 3.10. egyenletekhez hasonléan.

2. Magyarazd meg, miért ad QUIRKY helyes valaszt a 3.12. egyenletben.

3.1.3. Csak egy bit mérése

Ha két val6szin{iségi bited van és csak az egyiket méred, mi a valdszintisége annak, hogy a
két lehetséges kimenet egyikét kapod? A jelolésiink kiilonosen alkalmas ennek kideritésére.
Vegytink ismét egy &ltaldnos kétbites véletlen allapotot:

P00[00] + po1[01] + p10[10] + p11[11].

Ahhoz, hogy megtalald a 0 kimenet val6szintiségét egy bit mérésekor, egyszertien 6ssze kell
adnod az dsszes olyan tag val6szintiségét, ahol a mért bit a kivant 0 allapotban van; hasonléan
az 1 kimenethez.

Példaul annak a valoszintisége, hogy 1-et kapunk az elsd bit mérésekor:

P10 + pit, (3.13)

ami megfelel a 3.4. egyenlet egyenletben szerepl$ valoszintiségeknek, amelyek [10]-hez és
[11]-hez vezetnek, azaz a két 1-gyel kezd6d6 bitsorozathoz. Hasonléképpen, a 0 kimenet
megfigyelésének valdszintisége a mdsodik bit mérésekor

Poo + P1o,

ami megfelel azoknak a valészintiségeknek, amelyek a nulldra végz6d6 két bitsorozathoz
vezetnek, vagyis [00]-hoz és [10]-hez. Ezt konnyti kiszdmolni, ha a négy valdszintiséget egy
2 x 2-es négyzetbe rendezed, ahogy a 3.2. 4bran lathato.

s N
Poo Po1 Poo + Por > ([0]
Els6 bit mérése
P10 P11 Pio P = ([1]
S J

Maésodik bit

. Po1 + P11
mérése

Poo + P1o

3.2.4bra. A mérési kimenetek valoszin(iségei, amikor csak egy bitet mériink két val6szin(iségi
bit koziil.

QUIRKY-t is hasznalhatjuk egy bit mérésekor a valdszintiségek megjelenitésére. Egyszertien
méretezd 4t a valdszinfiségi kijelz6t tgy, hogy csak egy vezetéket fedjen le, példaul igy:
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Bit2: [0] %

Bit1:  [0] —(P—fR(11) 26

Val6jdban egyszerre lathatjuk mind az els6, mind a masodik bit mérésének kimeneteli val6szi-
niiségeit:

Bit2: [0] %

100.0%

Bit1: (0] —(PD—ROBH

Figyeld meg, hogy az eredmény nagyon intuitiv. Mivel a két bit soha nincs , korreldciéban”,
vildgos, hogy az els6 bitnek 3[0] + 3[1] allapotban, a masodik bitnek pedig [1] 4llapotban kell
lennie.

3.1.4. A masik bit allapota

A mérés utan a mért bit determinisztikus dllapotban van, amely megfelel a mérési eredménynek
mértiink? Annak &llapota a mérés utan altalaban nem lesz determinisztikus. Példaul, ha a két
val8szintiségi bit kezdeti dllapota

1

2
és az elsd bitet mérjiik, az 1 megfigyelésének valdszintisége 1/2 4+ 1/2 = 1. Més széval, az
els6 bit a 3.14. egyenletben determinisztikus, és a két val6szintiség valdjaban csak a mésodik
bitet irja le. Ezért intuitiven gondolhatsz erre az dllapotra tigy, mint két kiilon val8szin{iségi bit
"kombindciGjara": [1] és £[0] + 1[1] (kés6bb tobbet beszéliink arrél, hogyan lehet két val6szi-
nfiségi bitet kombindlni a 3.1.7. alfejezetben). Ezért értelmes, hogy a masodik bit dllapotanak
egyenletesen véletlennek kell lennie a mérés utdn, vagyis

[10] + 511 (3.14)

Altalanosabban, tegyiik fel, hogy két valszintiségi bittel kezdiink tetszéleges allapotban
Poo[00] + po1[01] + p10[10] + p11[11] (3.15)

és mérjiik az els6 bitet. A megmaradt bit dllapota altaldban fiigg a mérési eredménytsl. Példaul,
ha az eredmény 1 volt, a mésodik bit dllapotanak meghatarozasahoz el8szor osszegyfijtjiik a
3.15. egyenlet sszes olyan tagjat, ahol az els6 bit értéke 1:

p10(10] + p11[11].

Ezutan figyelmen kiviil hagyjuk az els6 bitet, mivel mar tudjuk, hogy az értéke 1:

p10[0] + p11[1].

Végiil, mivel ez a két valoszintiség nem feltétleniil ad 6sszesen egyet, elosztjuk 6ket az Ossze-
giikkel, p1g + p11-gyel:

P10 P11
o] + 1]. 3.16
P10+P11[ ] P10+P11[ ] ( )

Ez a masodik bit val6szintiségi eloszlasa, amikor az els bitet mérjiik és 1-es eredményt kapunk
(lasd 3.3. abra jobb oldala). A tobbi esetet is Osszefoglalja a 3.3. dbra.
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2. bit

0 1
( ~\
- - - - Poo + Po1 0
0 Poo Po1 . . Poo[0] + po1[1]
T T T T Poo + Po1
1. bit Els6 bit mérése
- - - P1o + P11 0
1 P10 P11 . . p10[0] + p1:[1]
_ _ | P10 + P11
N~ W,

poo + pro | Masodik bit | po, + py,
mérése

Y Y
Poo[0] + p1o[1] po1[0] + p1:[1]
£001H] T £101-] 0
Poo + P1o Po1 + P11 .

3.3.4dbra. Kimeneti valoszintiségek és a megmaradt bit dllapota két val6szintiségi bit koziil
az egyik mérésekor. A mérés utdn a mért bit determinisztikussd valik (sziirke), mig a masik bit
véletlen marad (vilagoskék).

Hogy lassuk, ezek a szabélyok értelmesek, ellendrizziik, hogy az elsd bit, majd a masodik
bit mérése ugyanazokat a val6szintiségeket adja-e, mint mindkét bit kozvetlen mérése. Példdul
az elsd bitbdl 1-et és a masodik bitbdl 0-t p1g valdszintiséggel kapunk. Valéban, a 3.13. egyenlet
szerint az elsd bitbdl 1-et kapunk p1g + p11 valészintiséggel, tovabba a 3.16. egyenlet szerint a
mésodik bitbsl 0-t kapunk p1o/ (p1o + p11) valdszintiséggel. Igy a teljes valészintisége annak,
hogy el6szor 1-et kapunk az elsd bitbsl, majd 0-t a masodikbol

P10
+ X - ’
(Plo Pll) P10+ P P10

ami pontosan az, amit a 3.4. egyenlet szerint varunk. A tobbi eset hasonléan ellendrizhetd.

3.2. Gyakorl6 feladat: Aliz érméjének kitaldlasa

Probléma: Aliznak hdrom érméje van, melyeket u, g, r bettikkel jeloliink, a kovetkezd

valoszintiségi eloszlasokkal:
_(1/2 _ (3/4 ~(1/3
- \1/2)" - \1/4)" - \2/3)°
Aliz a kovetkez6 érmedobds sorozatot hajtja végre:
1. Feldobja az u érmét.

2. Az eredménytdl fiiggben feldobja az egyik masik érmét:

(0) ha u eredménye 0, feldobja g-t;

(1) ha u eredménye 1, feldobja r-t.
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3. Aliz elmondja baratjanak, Botinak a 2. 1épésben feldobott érme eredményét (0 vagy
1), de nem arulja el, hogy ez g vagy r dobasabdl szarmazik-e.

Ebben a helyzetben két val6szintiségi bit van: Aliz els6 érmedobdsa és Aliz masodik érme-
dobédsa (ami pontosan ugyanaz, mint Boti val8szin{iségi bitje).

Kérdések:
1. Mi Aliz két érmedobasanak valészinfiségi eloszlasa?
2. Mi a val6szinfiségi eloszlds, amikor Boti megméri a sajat val8szinfiségi bitjét?

3. Ha adott, hogy Boti megméri a bitjét és 0 eredményt kap, melyik a valdszintibb, az
hogy Aliz els6 érméje 0-t vagy az, hogy 1-et mutat? Es mi a helyzet, ha Boti eredménye
1?

3.1.5. A SWAP miivelet

Most, hogy tudjuk, hogyan manipulaljunk egyedi val8szintiségi biteket, szeretnénk mtiveleteket
alkalmazni egyszerre tobb biten is. Az egyik legegyszer(ibb ilyen miivelet a SWAP mfivelet,
amely felcseréli a két bitet:

[00] = [00]
SWAP [01] = [10],
SWAP [10] = [01],
SWAP [11] = [11].

A SWAP gyakorlatilag a [01] és [10] karakterldncok cseréjét jelenti, mig a masik két karakterldn-
cot érintetlentil hagyja. A fenti egyenletek tomorebben igy irhatdk:

SWAP [a,b] = [b,a], (3.17)

minden a,b € {0,1} esetén, ahol vessz6t hasznélunk a két bit elvalasztdsara. Szokds szerint
linedrisan kiterjeszthetjiikk a SWAP-ot determinisztikus bitekrdl valdszin{iségi bitekre:

SWAP (poo [00] + Po1 [01] -+ p10[10] + P11 [11])
= Poo [00] + po1 [10] + }710[01] + pll[ll]
= po0[00] + p10[01] + por[10] + p1 [11].

3.3. Gyakorl6 feladat: SWAP a 4-vektoros jelolésben (opcionélis)

frd le a SWAP hatését két valSszintiségi bitre a 4-vektoros jelolésben.

3.1.6. Vezérelt-NOT miivelet

A NOT és SWAP miiveleteket egyiitt lehet hasznélni az egyedi bitek megvaltoztatasara és
atrendezésére. Azonban ezek nem okozzdk a bitek egymadssal valé kolcsonhatdsat. Amit
szeretnénk, az egy masik, kifinomultabb mfivelet, amely megvaltoztathatja az egyik bit értékét
a masik értékétdl fliggden. A legegyszerlibb és legfontosabb ilyen mtivelet a CNOT vagy a
vezérelt-NOT miivelet. Ez atbillenti a cél bitet, ha a vezérl6 bit 1-re van allitva.
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Amikor az els6 bit a vezérl6 és a masodik bit a cél, ezt a miiveletet CNOT]_,»-ként irjuk le.
Ebben az esetben:

[00] = [00]
CNOT; -, [01] = [01], (3.18)
CNOT;-, [10] = [11], |
CNOT;,; [11] = [10].

Ez gyakorlatilag a [10] és [11] karakterlancok cseréjét jelenti, mikozben a mésik két karakterlan-
cot érintetleniil hagyja.

A CNOT;_,, egy masik értelmezése az 6sszeadds: Osszeadja a két bitet (modulo 2) és az
eredményt a médsodik bitben tdrolja. Ez nagyon tomoren igy foglalhat6 ssze:

CNOTli)Z [ﬂ, b] = [61, aod b], (319)

barmely a,b € {0,1} esetén, ahol a "®" jeloli a modulo 2 dsszeaddst, és vessz6t hasznalunk a két
bit értékeinek elvalasztdsara. A modulo 2 6sszeadds szabdlyai a kovetkezok:

0p0=1®1=0, 0pl=1®0=1. (3.20)

Néha a "@©" miiveletet XOR-nak vagy kizar6 VAGY mtiveletnek is nevezik, mivel az ered-
mény 1, ha pontosan az egyik bit 1. Mint altaldban, linearisan kiterjeszthetjiik a CNOT;_,,-t
determinisztikus bitekrol val6szintiségi bitekre.

Erdekelni fognak minket olyan vezérelt-NOT mtiveletek is, ahol a mdsodik bit a vezérls és az
els6 a cél. Analég médon ezt a miiveletet CNOT,_,;-gyel jeloljiik.

22 2z

3.4. Gyakorl6 feladat: Vezérld és cél felcserélése

1. Trj fel egy a 3.19. egyenlet egyenlethez hasonl6 képletet a CNOT,_,;-re.
2. Hogyan lehet a CNOT,_,1-et megvalositani SWAP és CNOT_;; hasznalataval?

QUIRKY-ban egy vezérelt-NOT mitiveletet a kovetkez6 kétlépéses folyamattal épithetsz fel.
El6szor hizd a| e |dobozt az egyik vezetékre - ez jeloli ki a vezetéket vezérls bitként. Ezutin
hitzd a | @ |dobozt a masik vezeték megfelels helyére, kijelolve azt cél bitként. Megjelenik egy
kapcsolat, jelezve, hogy sikeresen létrehoztél egy vezérelt-NOT mfiveletet. Péld4ul, ha az als6
bitet valasztjuk vezérlének és a fels6 bitet célnak, a kovetkezd eredményt kapjuk:

T

Emlékezve arra, hogy az also6 (!) bit az els6 bit és a fels6 bit a masodik, latjuk, hogy ez megfelel a
CNOT;_;, miiveletnek. Itt egy bonyolultabb példa, ahol el6szér CNOT; _,,-t, majd CNOT,_,1-et
alkalmazunk:
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3.2. Hazi feladat: SWAP CNOT-okbél
Probléma: Majdnem éjfél van, de Boti még mindig a
val8szintiségi bit szamitégépének prototipusat biitykol-
geti, amit madsnap az iskolaban akar bemutatni. Annyira
lefoglalja a véletlenszam-generator kalibralasa, hogy elfe-
lejtette megetetni Ziggy papagdjat. Hogy felhivja magara
Boti figyelmét, Ziggy leloki Boti kavéscsészéjét, és a ka-
vé kiomlik a kiilonb6z6 miiveletek aktivéldsara szolgalod
egyedi billentytizetére. Boti megrémiil, mert a SWAP
gomb mdar nem miikddik! Szerencsére a CNOT gomb
még miikodik.

Kérdés: Hogyan val6sithatja meg Boti a SWAP miiveletet csak vezérelt-NOT mfiveletek
hasznélataval? (Ha be akarod bizonyitani, hogy két mfivelet azonos, a linedris kiterjesztés
miatt elegendd ezt csak a baziséllapotokra megmutatnod.)

Otlet: Hasznalj harom CNOT mtiveletet.

3.1.7. Szorzateloszlasok

Most beszéljiink részletesebben a kétbites rendszer dllapotairdl. Tegyiik fel példaul, hogy két
val8szintiségi bitiink van, ¢ = qo[0] + gq1[1] és r = r9[0] 4 r1[1]. Hogyan épithetiink ebbdl egy
kétbites rendszert? Bar nem ilyen médon fogalmaztuk meg, mar targyaltuk ezt a kérdést az
1.1.1. alfejezetben, ahol két esemény egyidejli el6forduldsanak valdszintiségét a két egyedi
esemény valdszintiségének szorzataként definidltuk. Példaul annak a valészintisége, hogy a
q és r bitek [00] dllapotban vannak, goro. Hasonloképpen, annak a val6szintisége, hogy [01]
allapotban vannak, gor1. Ha figyelembe vessziik mind a négy lehetéséget, a kovetkez6t kapjuk:

q070[00] + qor1[01] + g170[10] + gq71[11]. (3.21)
Mais széval, az egyiittes allapot négy p,, valdszintisége

Poo[00] + po1[01] + p10[10] + p11[11]
a kovetkezo képlettel adhaté meg;:

Pab = qaTp- (3.22)

Ellendrizheted, hogy az els6 bit mérésekor kapott eredmények valdszintiségeit g adja meg,
mig a masodik bit mérésekor kapott eredmények valdszintiségeit r adja meg (ezt megteheted a
3.2. abra szabdlyat haszndlva és figyelembe véve, hogy ro + 11 = 1és qo + g1 = 1). Azonban a
kétbites dllapotunknak van egy tovabbi kiilonleges tulajdonsédga: a bitek értékei fiiggetlenek
egymastol. Ez azt jelenti, hogy amikor megfigyeljiik barmelyik bitet, nem nyeriink informaci6t
a masik bitr6l. Ezt a kovetkezd feladatban ellenérizheted:

3.5. Gyakorl6 feladat: Fiiggetlen bitek (opcionalis)

Tegytik fel, hogy megmérjiik az els6 bitet a a 3.21. egyenletben szerepl6 dllapotban, és
jeloljiik a kapott eredményt a € {0,1}-gyel. Mutasd meg, hogy a masodik bit allapota 7,
figgetlentil az els6 biten mért a eredménytsl. Mds széval, a két bit dsszekapcsoldsa, majd
az els6 bit mérése egyaltalan nem befolyédsolta a masodik bit allapotét (ahogy az elvarhato)!

Vezessiink be egy jellést, amely vildgosabba teszi az dllapot specidlis szerkezetét. Haszndl-
juk a ‘®’ jelet annak a mtiveletnek a jel6lésére, amikor két valdszintiségi bitet dsszekapcsolunk
és egyetlen, két bitbol 4116 rendszerként tekintiink rajuk:

q@r = (q0[0] + q1[1]) ® (ro[0] + r1[1]) (3.23)
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A’®’ szimb6lumot tenzorszorzatnak vagy Kronecker-szorzatnak nevezik. Hogyan alakithatjuk
at ezt a furcsa kifejezést egy tényleges két biten értelmezett eloszlassa, mint a 3.21. egyenlet-
ben? El6szor vegyiik észre, hogy determinisztikus bitek esetén a '®” mftivelet egyszer(ien a
karakterldncok ¢sszekapcsoldsara redukalodik. Példaul,

[0] ® [1] = [01]. (3.24)

Ez értelmes, mivel egy [0] dllapott bit és egy masik [1] dllapott bit ugyanaz, mint két bit
[01] &llapotban. Mint mindig, hogy kiterjessziik ezt a szabalyt valGszintiségi bitekre, a jo
bardtunktol, a linearitdstol kériink segitséget! A linearitds miatt kibonthatjuk mindkét tagot a
3.23. egyenletben, majd alkalmazhatjuk az 6sszekapcsolési szabalyt:

(90[0] + q1[1]) @ (ro[0] +r1[1])
= qoro([0] @ [0]) + qor1 ([0] @ [1]) + q170([1] @ [0]) + qar1 ([1] @ [1])
= qoro [00] + qor1 [01] + qli’o[lo] +q11m [11]

Vegyiik észre, hogy visszakaptuk a 3.21. egyenlet eloszlasat. Mds széval, a kovetkez azonossa-
gunk van (3.23) és (3.21) kozott:

(L]o [0] + qﬂl]) X (TQ[O] + 7 [1]) = qoro [00] + qor1 [01] + 0]11’0[10] + g1 [11]. (3.25)

Ez azt jelenti, hogy ahogyan definidltuk a ‘®” tenzorszorzat mfiveletet, az valéban konzisztens
a kordbbi érvelésiinkkel, miszerint egy kétbites rendszer valészinfiségi eloszlasat az egyedi
bitek valészinfiségeinek szorzasaval kapjuk, ldsd 3.22. egyenlet.

Vegyiik észre, hogy a 3.25. egyenlet nagyon hasonlit az 6sszeadds és szorzas disztributiv
torvényére:

(a+b)(c+d)=ac+ad+ bc—+bd.

Az egyetlen kiilonbség az, hogy szamok helyett vektoraink vannak, és szorzds helyett az
Osszeflizési szabdlyt [a] @ [b] = [a, b] hasznaljuk. Az Osszeflizés és a szorzas kozotti £6 kiilonbség
az, hogy az elemek sorrendje fontos az 6sszefiizésnél. Altalaban [a,b] # [b,a], mivel [a] és
[b] Osszeflizése nem ugyanaz, mint [b] és [a] Osszeftizése.  Egyébként ellendrizheted, hogy
vektorjelolést haszndlva a tenzorszorzatot a kovetkez6képpen irhatod:

7o go’o
<q0> ® <m> " <“> _ | 9o
it " 1o qiro |’
o <71> qir
ahol a masodik kifejezés egy blokk-vektor, amelynek mindkét eleme vektor.

A tenzorszorzat gyors médot ad arra, hogy megértsiik, mi torténik a 3.12. egyenletben, amit
itt a kényelem kedvéért megismétliink:

Bit2: (0] —(—R(113)
Bit1:  [0] —P—R(113) >

Vegyiik észre, hogy minden bitet fiiggetlentil készitiink el§ 1[0] 4 2[1] 4llapotban. Ezért mindkeét
bit egyiittes dllapota:

1/9 11,1%
1., 2 1,0 2.\ 1 2 2 4. 279 _[222%
(3[0] +3[1]> ® <3[0]+3[1]> = 50001+ 5[01] + 5101+ 5111 = | 59 | = | 55750, |/
4/9 44, 4%

ami 6sszhangban van QUIRKY eredményével.

51


https://www.quantum-quest.org/quirky/QuirkyQuest3P.html#circuit=%7B%22cols%22%3A%5B%5B%22NOT%22%2C%22NOT%22%5D%2C%5B%22~d1kc%22%2C%22~d1kc%22%5D%2C%5B%22Chance2%22%5D%5D%2C%22gates%22%3A%5B%7B%22id%22%3A%22~d1kc%22%2C%22name%22%3A%22R(1%2F3)%22%2C%22matrix%22%3A%22%7B%7B1%2C0.3333333%7D%2C%7B0%2C0.6666667%7D%7D%22%7D%5D%7D

3.3. Hazi feladat: Tenzorszorzat

Talalj két olyan q és r val6szin{iségi bitet, amelyekre

g ®r = 0,48[00] + 0,32[01] 4 0,12[10] + 0, 08[11].

A tenzorszorzat lehet6vé teszi szdmunkra, hogy tomorebb képleteket frjunk a lokalis mfive-
letekre is. Nevezetesen, ha M egy egy biten végzett mtivelet, akkor

Mi([a] @ [b]) = Mla] @ [b],  Ma([a] © [b]) = [a] @ M[D]. (3.26)
Ez 6sszhangban van a 3.1.2. alfejezetben targyalt képletekkel.

Mivel a fent leirt kétbites eloszldsokat két egybites eloszlds szorzataként kapjuk, p =
q ® r, ezeket szorzatdllapotoknak vagy szorzateloszlasoknak nevezziik. Ahogy a 3.5. gyakorlo
feladatban lattad, a szorzateloszlasok természetesen modelleznek olyan helyzeteket, amikor
két bit fiiggetlentil jon létre, példaul két érme feldobasakor. De vajon minden kétbites eloszlas
szorzateloszlas? Erdekes médon ez nem igy van, ahogy azt a kovetkezd részben latni fogjuk.

3.1.8. Korrelalt eloszldasok

Néhany kétbites eloszlas nem szorzateloszlds — nem irhaték fel a 3.21. egyenlet vagy a 3.23. egyen-
letben szerepld formdban, fliggetleniil att6l, milyen g, és r, értékeket valasztunk. Azt mondjuk,
hogy egy eloszlas korreldlt, ha nem szorzateloszlds. Egy példa korrelélt eloszlasra:

%[00] + %[11]. (3.27)

Hogy belassuk, ez nem szorzateloszlas, tegyiik fel, hogy megmérjiik az egyik bitet. Az eredmény
a teljesen véletlenszerti lesz, azaz 0 vagy 1, mindketté 50-50% val6szintiséggel. Azonban amint
ismerjiik az a eredményt, a megmaradt bit dllapota teljesen meghatdrozott — mérése 100%
valészinfiséggel ugyanazt az eredményt adnd. Tehat a megmaradt bit dllapota b = 4, ami
fligg a masik biten végzett mérés a eredményétsl. A 3.5. gyakorl6 feladatban lattuk, hogy
ez nem lehet igaz szorzateloszlasra. Igy bebizonyitottuk, hogy a 3.27. egyenlet egy korrelalt
allapotot ir le. Valojdban a két bit tokéletesen korreldlt, mivel mindkét mérési eredmény teljesen
véletlenszeri, de mindig azonos (a = b). E tulajdonsdg miatt azt mondjuk, hogy a 3.27. egyenlet
egy tokéletesen korrelalt véletlen bit part ir le.

A korreldlt eloszldsok természetesen valamilyen kolcsonhatés révén jonnek létre. Példaul
tegyiik fel, hogy feldobsz egy szabalyos érmét, leirod az eredményt egy papirra, elrejted a papirt
egy boritékban, és dtadod a boritékot egy bardtodnak. A baratod szemszogébdl (aki ismeri az
el6készitési eljarast, de nem tudja, mi van irva a boritékban 1év6 papirra), az érméd (1. bit) és a
boritékban 1év6 papir (2. bit) dllapotat a kovetkez6képpen irhatjuk le:

10N > 1
A ), 9 +§ Qf frds

ami nem mads, mint egy érdekes moédja a 3.27. egyenletben szerepl6 kétbites dllapot felirdsanak.

Hogyan hozhatunk létre korrelalt dllapotokat QUIRKY-ban? A lokdlis mtiveletek 6nma-
gukban nem elegend&ek, mivel azok csak szorzatallapotokat tudnak létrehozni. Azonban
haszndlhatjuk a vezérelt-NOT mfiveletet, hogy a két bitet kolcsonhatdsba hozzuk, mint a
kovetkez6 QUIRKY szamitasban:

Bit2:  [0] PH—"

Bit 1: [0]=@=R(1/2)i

S0l 0%

Miért miikodik ez? Ezt a kovetkez6 feladatban kideritheted:
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3.6. Gyakorl6 feladat: Tokéletesen korreldlt véletlen bitek 1étrehozasa

Magyarédzd el, miért késziti el a fenti QUIRKY szdmitds a 3[00] + 1[11] 4llapotot.

Hogy ellendrizziik, egy tetsz6leges kétbites eloszlas

p = poo[00] + po1[01] + p10[10] + p11[11]

szorzatallapotnak vagy korreldlt dllapotnak felel-e meg, egyszerfien kiszamolhatjuk a kovetkezd
mennyiséget:

A(p) = poop11 — PoiP1o- (3.28)
Ha A(p) = 0, akkor p szorzateloszlas; egyébként korrelalt. Példaul a 3.27. egyenlet egyenletben
szerepld allapotra azt taldljuk, hogy

1 1 11 1
A<2[00]+2[11]> = 5-5—0-0— 1 #0,

ami megerd&siti, hogy valéban korreldlt és nem szorzatallapot. Ha kivdncsi vagy, miért m{ikodik
ez az egyszerfi feltétel, olvashatod az aldbbi magyarazatot. De mivel ez nem elengedhetetlen a
tobbi rész megértéséhez, nyugodtan ki is hagyhatod.

Annak bizonyitasahoz, hogy A(p) = 0 egyenértékii azzal, hogy p szorzatallapot, két dolgot
kell megmutatnunk. El6szor mutassuk meg, hogy ha p szorzatéllapot, akkor A(p) = 0. Valéban,
ha p = q®r, akkor

A(p) = qoroqir1 — gor1qiro = 0.
Mi a helyzet a forditott allitassal — lehetséges-e, hogy A(p) = 0, még akkor is, ha p nem
szorzatallapot? Kideriil, hogy ez nem lehetséges! Ennek bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy
A(p) = 0, és mutassuk meg, hogy p = q ® r, ahol g és r valGsziniiségi bitek. Valasszuk ezt a két
bitet a kovetkezdképpen:

g = qo[0] + q1[1] = (poo + po1)[0] + (p10 + p1)[1], (3.29)
r=10[0] +r1[1] = (poo + p10)[0] + (por + p1)[1]-
Vegyiik észre a 3.3. dbra 4brérdl, hogy q és r egyszertien azok az eredményeloszlasok, amiket

akkor kapnank, ha az elsg, illetve a masodik bitet mérnénk. Most ellendrizziik, hogy q és r
ezen valasztdsa valoban a p allapotot eredményezi:

q@71 = ((poo+ por)[0] + (p1o + p11)[1]) @ ((poo + P10)[0] + (por + p11)[1])
= (poo + po1) (Poo + p10)[00] + - - -
= (poopoo + poopio + Po1Poo + Po1p10)[00] + - - -
= (poopoo + poop1o + po1poo + poop11)[00] + - - -
= poo(poo + P10 + po1 + p11)[00] + - - -
= POO[OO] 4.
=p.

Itt el6szor a 3.25. egyenletet hasznaltuk, aztan kibontottuk a szorzatot, majd A(p) = 0-t
hasznaltuk, hogy po1p10-t poop11-re cseréljiik (lasd 3.28. egyenlet), és végiil egyszerisitettiik
poo + po1 + p1o + p11 = 1-et, mivel p valészintiségi eloszlds. A harom tagot, amelyeket "..."-tal
roviditettiink, hasonléan lehet kezelni. Ki tudod tolteni a kimaradt részleteket 6nalléan és

ellendrizni az eredményt?

Korédbban lattuk a 3.5. gyakorlé feladatban, hogy p nem lehet szorzatallapot, ha az els6
bit mérése befolyasolja a masodik bit dllapotat. Valdjdban a forditottja is igaz, ahogy azt a
kovetkez6 hazi feladatban megmutathatod.
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3.4. Hazi feladat: A fiiggetlenséghez szorzat struktira kell (opcionalis)

Tegytik fel, hogy p egy tetszdleges kétbites valdszintiségi eloszlds, amelyben a masodik
bit allapota nem fligg az els6 bit mérésének eredményétsl. Mutasd meg, hogy egy ilyen p
szorzateloszlas. Ezt két 1épésben teheted meg:

1. Az els6 biten végzett mérés eredménye 0 vagy 1 lehet. Haszndld a 3.3. 4brét, hogy
Osszehasonlitsd a méasodik bit megmarad¢ allapotat ebben a két esetben, és mutasd
meg a kovetkez6 azonossagokat:

Po _ _ P10 poo  _ _ Pu
poo+po1  po+pun’ poo+ po1 P+ pin

2. Hasznéld ezeket az egyenleteket annak megmutatdsara, hogy A(p) = 0 a 3.28. egyen-
letbdl.

3.2. Két kvantumbit

A két kvantumbit lefrdsdnak médja nagyon hasonlé ahhoz, ahogy két valszintiségi bitet irtunk
le. A f6 kiilonbség az, hogy amplitidékat hasznalunk valdszintiségek helyett, ami azt jelenti,
hogy ezek negativak lehetnek és mas médon normalizaltak (lasd 2.1.1. alfejezet). Egy altaldnos
kétqubites kvantumaéllapot a kovetkez6képpen néz ki:

[¥) = o0 |00) + o1 [01) + P10 [10) + 111 [11) (3.30)

ahol I,Di]' S [—1, 1] és
Who + o1 + Yo + ¥ = 1.

|a, b)-t irunk [a, b] helyett, hogy vildgos legyen, most kvantumbitekkel és nem val8szintiségi bi-
tekkel foglalkozunk. Ahogy a 3.3. egyenletben tettiik val6szintiségi bitek esetén, azonosithatjuk
anégy |a, b) bazisallapotot a négy bazisvektorral:

100) = 01) = 110) = , 1 = (3.31)

S = O O
- o O O

1 0

0 1
0]’ 0]’
0 0
Hasonléan a 3.1. egyenlethez, a 3.30. egyenletben szerepl6 altaldnos kétqubites allapot egy
4D-vektorral irhat6 le:

$oo

Po1

P10
P11

Azonban hamar koriilményessé vélik az ilyen vektorok kezelése. Ezeket mar nem is olyan
konnyti vizualizélni, ezért f6leg a 3.30. egyenletben szerepl6 |a, b) jeloléssel fogunk dolgozni.

Ennek a jeldlésnek egy masik elénye, hogy sokkal konnyebb kvantumrendszereket kom-
bindlni vele. Emlékezziink vissza a 3.1.7. alfejezetbdl, hogy a "®" tenzorszorzat mfiiveletet
hasznaltuk két fiiggetlen val6szintiségi bit egy kozos kétbites rendszerré valé kombinalasara.
Ugyanez a miivelet (csak [a] helyett |a)-val) miikodik qubitekre is. Kiilénosen, ahogy a val6szi-
nfiségi bitek bazisvektorait kombinaltuk a 3.24. egyenletben, ugyanezt megtehetjiik qubitekkel
is:

0) ©[0) =100), |0)@[1)=[01), [1)@[0)=[10), [Hh&|)=][11). (332
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Vedd észre, hogy ez egyszertien a bitsorozatok dsszekapcsoldsanak felel meg. Ez egy alternativ
modot ad a 3.31. egyenlet egyenletben szerepld négy kétqubites bazisvektor megtekintésére.

Kiterjeszthetjiik a tenzorszorzat miiveletet két tetsz6leges egyqubites allapot |a) = ag |0) +
aq |1) és |B) = Bo |0) + B1|1) kombindldsdra a kovetkezé médon:

) ® 1B) = (w0 10) + a0 1) @ (Bo[0) + 1 1) o)
= apPo ‘00) + aoB1 |01> + 180 ’10> +a1B1 |11> . '

Az ilyen formaja kétqubites allapotokat szorzatdllapotoknak nevezziik. A 3.2.3. alfejezetben
targyaljuk majd, hogyan lehet ezeket az allapotokat kvantummiiveletekkel 1étrehozni. Fon-
tos megjegyezni, hogy a két val8szintiségi bithez hasonléan nem minden kétqubites allapot
szorzatéllapot.

3.7. Gyakorl6 feladat: Tenzorszorzat és szorzatallapotok

Emlékezz vissza a |+) és |—) dllapotokra a 2.1. gyakorl6 feladatbol.
1. Trd fel |[+) ® |—)-t ugyanabban a forméban, mint a 3.30. egyenletben.

2. A 1(]00) +(01) + |10) + |11)) &llapot szorzatallapot?

A kovetkez6kben megbeszéljiik a két kvantumbit mérésének és manipuldlasanak szabdlyait.
Bar ezek a szabalyok teljesen analdgok lesznek a két valészintiségi bit esetével, titkozben néhany
4j és meglepd jelenséget fogunk felfedezni. Szerencsére ezen a héten QUIRKY is segit nekiink
felfedezni a két kvantumbit vilagat! Kezdésként menj a kovetkezo oldalra:

https://www.quantum-quest.org/quirky

és kattints a "Quest 3"-ra, majd a "Two Qubits"-re. A bongész6d hasonléan fog kinézni, mint a
3.4. dbran. A mult heti QUIRKY-hoz képest most két kvantumbitiink van, amelyek |00) allapotban
vannak inicializdlva. Emellett harom 4j doboz van: , , és[e](és a rejtélyes doboz ismét
elttint). Ezeket fogjuk targyalni a fejezet hatralevd részében.

@ quantum-quest.nl

The Quirky Quantum Simulator
y QuSoft
Quest 3: Wizard of entanglement (two qubits) G et
Share Make U(6)
>< Operations Displays My Operations
8 |||
o
IQ Z|H
Qubit 2: 10)
Qubit 1: 10»

This is Quirky Version 0.3.0. Quirky is based on Craig_Gidney's awesome quantum circuit simulator Quirk.

3.4. dbra. QUIRKY a 3. kiildetéshez.
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3.2.1. Két qubit mérése

A kétqubites allapotok mérése nagyon hasonléan van definidlva, mint a 2.7. egyenletben az
egyqubites dllapotok esetében, azzal a kiillonbséggel, hogy eredményként két bitet kapunk a
kovetkezd valdszintiségekkel:

oo [00) + o1 |01) + 919 [10) + 211 |11)

Wy W5 Vo Ot (3.34)

[00] [01] [10] [11]
Itt vildgoszoldet hasznalunk a kvantumbitekhez és sziirkét a mérés utan kapott két determinisz-

tikus bithez. Hogyan mérhetiink mindkét qubitet QUIRKY-ban? Egyszertien hozzdadunk két
mérést, egyet-egyet minden qubithez, és hasznaljuk a valészintiségi kijelz6t, ahogy kordbban:

aubitz:  jo | AR
Qubit1: [0 {7

3.2.2. Lokalis miiveletek

Ha két qubited van, egy lokdlis miivelet csak az egyikre hat. Barmely egyqubites mfivelet
hasznélhat¢ lokalis miiveletként, amely a két qubit egyikére hat, ahogy azt a val6szintiségi bitek
esetében is tettiik a 3.1.2. alfejezetben. Példaul, ha visszaemlékszel az egybites NOT mfiveletre az
1.9. egyenletbdl, és hogyan alakitottuk at lokédlis NOT mtiveletekké a 3.6. és 3.7. egyenletekben,
pontosan ugyanezt megtehetjiik az egyqubites NOT esetében is. Az eredménytil kapott lokélis
kvantum NOT mf{iveletek nagyon hasonléak:

NOT; |00) = [10), NOT; [01) = |11), NOT; |10) = [00), NOT; |11) = |01),
NOT, |00) = [01), NOT, |01) =[00), NOT, |10) = [11), NOT, |11) = |10).

Az egyetlen kiilonbség az, hogy a [ab] bitjelolést |ab) qubit jelolésre cseréltiik.
Ennek alkalmazasaként tegyiik fel, hogy mind a négy lehetséges kétqubites bazisallapotot
fel akarjuk épiteni |00)-bol. Ez mindig megteheté NOT miiveletek sorozatéval:

|00) = |00), |01) = NOT; |00), |10) =NOT; |00), |11) = NOT, NOT; |00).

Vedd észre, hogy az utolsé esetben a két NOT mfiveletet ellenkez6 sorrendben is elvégezhettiik
volna, mivel mindkét sorrend mindkét bit negaldsdnak felel meg. Méas széval, NOT, NOT; =
NOT; NOT,.

Lokélis mtivelet alkalmazasdhoz QUIRKY-ban a megfelel dobozt az els6 vagy a masodik
vezetékre helyezziik. Példaul a kovetkezs sorozat el6késziti a |10) dllapotot és megmutatja a
kimeneti val6szintiségeket mindkét qubit mérésekor:

Qubit 1: |o..~—@—(7§ mm

Qubit 2: |0y
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Ez értelmes, mivel QUIRKY-ban az als6 vezeték felel meg az els6 qubitnek.

Ezt a legegyszertibben a 3.33. egyenletben szerepld tenzorszorzat jeloléssel és linearitassal
lehet megfogalmazni. Ha U egy tetszleges egyqubites mfivelet, akkor Uj-et tgy definidljuk,
mint azt a kétqubites miiveletet, amely barmely |a,b) = |a) ® |b) bazisvektorra hat, ahol
a,b € {0,1}, a kovetkez&képpen:

Uy |a,b) = Ula) ® |b). (3.35)

Hogy vildgos legyen, a jobb oldal (Ula)) ® |b)-t jelent, azaz az U |a) allapot és a |b) allapot
tenzorszorzatat. Ez intuitiv, mivel egyszertien azt jelenti, hogy U-t az els6 qubiten alkalmazzuk,
és a masodik qubitet békén hagyjuk.

Hogy Uj-et tetsz6leges kétqubites dllapotra alkalmazzuk, ezt az el6irdst linearitdssal terjeszt-
jiuk ki. Akarcsak az els6 héten, ez azt jelenti, hogy el6szor |¢)-t a 3.30. egyenlet formdjaban
kifejtjiik, majd a mtiveletet minden bazisvektorra alkalmazzuk. Azaz,

Uy [9) = oo Uz [00) + 1po1 Uy |01) + 19 Uy [10) + ¢11 Uy |11)
és most a 3.35. egyenletet haszndlhatjuk mind a négy tagra. Hasonloképpen definidljuk U-t:
U |a,b) = |a) @ U |b) (3.36)

és kiterjesztjiik linearitdssal. Ez anal6g a 3.26. egyenletben szerepl6 képletekkel a kozonséges
bitekre.

A NOT mifiveleten kiviil két fontos kvantummdtivelet, amelyet dllandéan hasznélni fogunk, a
Z mitivelet a 2.12. egyenletbdl és a Hadamard mftivelet a 2.20. egyenletb6l. Mivel olyan fontosak,
sajat dobozt kaptak QUIRKY-ban, nevezetesen | Z | és . Példaul a kovetkezd miiveletsorozat
egy NOT-ot alkalmaz a mésodik (!) qubiten, majd egy Hadamard-ot az elsé qubiten, és végiil
egy Z-t, megint az els6 qubiten:

Qubit2: 0y —] AR
N 50 03 (3.37)

HH z H AR

Qubit1: |0

Milyen allapotot kapunk igy? Ennek az dllapotnak a matematikai kifejezése:
Z1H1NOT; |00) . (3.38)

Vedd észre, hogy ellentétben a grafikus dbrédzolassal (3.37), ebben a kifejezésben a |00) be-
meneti dllapot a jobb oldalon van. Ez azt eredményezi, hogy a mfiveletek sorrendje forditottnak
tinik. Azonban mind eqrefeq:not-1-h-1-z-measure-measure-chance2, mind a 3.38. egyenlet
egyenlet ugyanazt a folyamatot irja le — az els6 miivelet, amit |00)-ra alkalmazunk, az NOT,,
aztdn Hy, és végiil Z;. Az egyetlen kiilonbség (3.37) és a 3.38. egyenlet kozott az id6irany abra-
zoldsdnak konvencidja: balrél jobbra halad (3.37)-ben és jobbrodl balra a 3.38. egyenletben. Sajnos
ez a két eltér6 konvencié standard a kvantumszdmitastechnikdban, igy nem tehetiink ellene
semmit. Egyszertien 6vatosnak kell lenned, amikor QUIRKY képeket egyenletekre forditasz és
forditva!

3.8. Gyakorl6 feladat: J6l szamol a QUIRKY?

Szamold ki a a 3.38. egyenletben szerepld kétqubites allapotot (azaz kdzvetleniil a mérés
el6tti dllapotot (3.37)-ben). Szamold ki a mérési eredmények valdszintiségeit és hasonlitsd
Ossze az eredményedet QUIRKY eredményével.

57


https://www.quantum-quest.org/quirky/QuirkyQuest3Q.html#circuit=%7B%22cols%22%3A%5B%5B%22NOT%22%5D%2C%5B1%2C%22H%22%5D%2C%5B1%2C%22Z%22%5D%2C%5B%22Measure%22%2C%22Measure%22%5D%2C%5B%22Chance2%22%5D%5D%7D

A mult héten, a 2.4.3. alfejezetben targyaltuk, hogy barmely egyetlen qubiten végrehajtott
miivelet vagy egy U(6) forgatds, vagy egy V(8) = NOT U (0) titkrozés. Mivel tetszbleges forga-
tasokat tudunk létrehozni QUIRKY-ban (I4sd a mult heti el6adds jegyzetének a 2.4.1. alfejezetét),
ezért tetszbleges lokdlis miiveleteket alkalmazhatunk barmelyik qubiten QUIRKY haszndlatdval.

Val¢jdban a 3.35. egyenlet-3.36. egyenletek szabalyai nemcsak bazisvektorokra miikodnek,
hanem tetsz6leges szorzatallapotokra is. Azaz, ha |«) és |B) tetszbleges egyqubites allapotok,
akkor

Ula)® ), (3.39)
o) @ U |B) - (3.40)

Ui (Ja) @ |B))
U (Ja) @ |B))

3.9. Gyakorl6 feladat: Lokalis miiveletek szorzatallapotokon (opcionilis)

Ellendrizni tudod a 3.39. és a 3.40. egyenletet?

3.2.3. Parhuzamos miiveletek

Ha egy mftiveletet az els6 qubiten és egy masikat a mdsodik qubiten hajtunk végre, akkor e két
miivelet sorrendje nem szamit. Azaz, ha U és V tetsz6leges egyqubites miiveletek, akkor

LV, = W. (3.41)

Ellendrizhetjiik ezt az intuitiv tényt a 3.39. és 3.40. egyenletek felhasznaldsaval. Minden |a, b)
bazisallapotra, ahol a,b € {0,1},

Ui Vala,b) = Uy (la) @V |b)) =U|a) @V |b) = V(U |a) ® |b)) = VU |a, b),

igy a 3.41. egyenlet kovetkezik a linearit4sbol.
Val¢jdban, mivel a két mtivelet kiilonb6z6 qubiteken hat, akdr parhuzamosan is végrehajt-
hatnank Sket! Ez egy 1j jelolés bevezetését sugallja a 3.41. egyenletben szereplé mfiveletre:

uoVv.

Ujra hasznaljuk a tenzorszorzat szimbélumot, amelyet eredetileg két fiiggetlen egyqubites
allapot kétqubites dllapotta valé6 kombindldsara vezettiink be. Ugyanez a jelentés kiterjed a
kvantummdfiveletekre is: U ® V jeloli azt a kombindlt mfiveletet, amely U és V alkalmazasabol
all egy nagyobb rendszer két kiilonb6z6 alrendszerére. Ez a jel6lés kiilondsen kényelmes, mert
szépen Osszejatszik az eredeti tenzorszorzattal dllapotokra:

(U V)(ja) @[B)) = Ulx) @V |B). (3.42)

Ez az egyenlet egyszertien azt mondja, hogy ha két fiiggetlen allapotod van, és egy olyan
mifiveletet alkalmazol, amely fiiggetleniil hat mindkét dllapotra, akkor végiil csak a két mfivelet
mindegyikét alkalmazod a megfelel6 dllapotra. U ® V-t két kvantummdivelet tenzorszorzatanak
vagy parhuzamos mfiveletnek fogjuk nevezni.

QUIRKY lehetdvé teszi szamunkra, hogy parhuzamosan alkalmazzunk lokalis kvantummfi-
veleteket. Példdul a 3.37. egyenletben szereplé mtiveletsort irhattuk volna igy:

awitz: 0 —P—o AR
50

0
0%
0
0

Qubit1: |04 H H Z —/7§'=5;
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ahol a NOT mfivelet és a Hadamard mftivelet most parhuzamosan van alkalmazva.
Nézziink egy masik példat. Mi torténik, ha H-t mindkét qubiten alkalmazzuk? Ezt a
miiveletet H ® H-val jeloljiik, és a 2.20. és 3.42. egyenletek szerint a kdvetkez8képpen miikoddik:

(H® H)[00) = (H|0)) ® (H0))
1

1 1 1
~ (l0+ 5 m) e ( 510+ =)
0)®10) +210) ®11) + 511 @10} + 5 1) © 1)

(100) 4- |01) + |10) + [11)).

NI~ DN~

Az eredményiil kapott allapotot két qubit egyenletes szuperpozicidjanak nevezziik, mivel
egyenld amplitidéval tartalmazza mind a négy kétqubites bazisvektort. Ha mérést végziink
ezen az allapoton, mind a négy eredményt egyenl6 valészintiséggel kapjuk. Ezt konnyen
ellendrizhetjiik QUIRKY segitségével:

auoitz: (o H H/ AR
Qubitt: [0 H H/ AR

3.10. Gyakorl6 feladat: Szorzatéllapot 1étrehozasa

1. Ird fel a 1 (]00) + [01) — |10) — |11)) 4llapotot két egyqubites allapot tenzorszorzata-
ként.

R Y
R

2. Hogyan hozhatod létre ezt az allapotot lokélis miiveletek sorozatanak |00)-ra val6
alkalmazasaval?

3. Implementald a 2. 1épésben meghatdrozott miiveletsorozatot QUIRKY-ben.

A 3.42. egyenlet mutatja, hogy ha parhuzamos mfiveletet alkalmazunk egy szorzatéllapotra,
akkor egy masik szorzatéllapotot kapunk. Val6jaban |00)-b6l kiindulva barmilyen szorzatalla-
potot megkaphatunk ilyen médon. Ez intuitiv értelmezést ad a szorzatéllapotoknak: pontosan
azok az dllapotok, amelyeket tetsz6leges parhuzamos miivelet alkalmazdsaval kaphatunk két,
|00) allapotban inicializalt qubiten.

3.5. Hazi feladat: Szorzatallapotok parhuzamos mtiveletekb6l

Mutasd meg, hogy minden szorzatéllapot el6éllithat6 |00)-ra alkalmazott parhuzamos kvan-
tumforgatdsokkal (azaz U(0) ® U(¢$) formdju miivelettel). Emlékezz a 2.13. egyenletbdl,
hogy U(0) jeldli a 0 szogti forgatast.

Otlet: Emlékezz a 2.5. egyenletb&l, hogy a legaltaldnosabb egyqubites allapot |(0)) forma-
ja.

A lokélis mfiveletek targyaldsat néhany altaldnos megjegyzéssel zarjuk. El8szor, nem nehéz
ellenérizni, hogy

U V)(UeV)=UuUueVV, (3.43)

barmely négy egyqubites miiveletre U, U’, V, V'. Tudsz rajzolni egy képet, ami szemlélteti, mi
torténik itt?
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Most felhasznélhatjuk az I identitdsmtiveletet a 2.18. egyenletbdl, amely I |i) = |¢)-ként
m{ikodik (ez trividlisan kiterjeszthet I;-re és I-re két qubiten). Onmagéban elég haszontalan,
de kényelmesen hasznélhat6 a tenzorszorzat jelolésben. Példaul lehetévé teszi, hogy igy irjuk:

U =U®l és W=I®V,

ami nagyon vildgossa teszi, hogy példaul U; az U-mfiveletet alkalmazza az els6 qubiten és
semmit a masodik qubiten. Példaul az U;V, = V,U; azonossag a 3.41. egyenletb6l most igy
alakul:

UDIV)=UeV = (1o V)(Ux]I) (3.44)

ami meglehet&sen intuitiv.

Talan azon t{in6dsz, hogy a miiveletek sorrendje szamit-e egyaltalan, ha ugyanarra a qubitra
alkalmazzuk 6ket? Ha két forgatast tekintiink, akkor a 2.15. egyenletbdl kovetkezik, hogy a
sorrend nem fontos, mivel

U(O)U() = LU0 +6') = U8 +8) = L(8')LI(B).

Azonban ha U és V két tetszbleges egyqubites miivelet (kiilondsen, ha az egyikiik tiikr6zés),
akkor dsszetételiik dltaldban fiigg a sorrendtd] (lasd 3.11. gyakorlé feladat aldbb). Azaz,

uv # VU.

Ez a probléma természetesen akkor is fenndll, ha van egy masik qubit is, de még mindig
mindkét miiveletet ugyanarra a qubitra alkalmazzuk. Péld4ul,

U)(Ve)=UVeI£VUeI= (Ve ) (U®I). (3.45)

Ezt igy is irhatjuk: U;V; # ViU, (és hasonléan, amikor mindkét mtiveletet a masodik qubiten
alkalmazzuk).

A 3.44,3.45. egyenletek kozotti kiilonbség intuitiv megértéséhez képzeld el, hogy U jelentése
"zoknit htzni" és V jelentése "cip6t htzni". Nyilvdnval6, hogy amikor U-t és V-t ugyanarra
a labra alkalmazzdk, kiilonb6z6 eredményeket kapsz a sorrendtdl fliggéen! Azonban ha U-t
és V-t kiilonb6z6 ldbakra alkalmazod (pl. U ® I-t és I ® V-t hasznalsz), akkor ugyanazt az
eredményt kapod, fliggetleniil a két m{ivelet sorrendjét6l. Mindenesetre, ha megfelel6en akarsz
oltozni, elészor (U ® U)-t, majd (V ® V)-t kell alkalmaznod.

3.11. Gyakorl6 feladat: A sorrend fontos

Mutasd meg, hogy HZ # ZH.

3.2.4. Vezérelt miiveletek

A szorzatéllapotokon tullépéshez sziikségiink van egy olyan mfiveletre, amely lehet6vé teszi a
két kvantumbit kolcsonhatdsat. Akarcsak korabban (val6szin(iségi bitekre a 2.18. egyenletben),
ehhez egy vezérelt-NOT mfiveletet fogunk haszndlni, amelyet teljesen anal6g moédon definidlunk
a 3.18. és 3.19. egyenletekhez:

CNOT;_;, |00) = |00),
CNOT 01) = |01),
12 [01) = [01) (3.46)
CNOT;_, [10) = |11),
CNOT;_, [11) = |10),
vagy tomorebben,
CNOT1 |a,b) = |a,a®b). (3.47)
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Tehat a bazisallapotokon a CNOT;_,, miivelet 4tbillenti a méasodik qubitet az els6 qubit értékéts]
figgden. Definidlhatunk egy CNOT,_,; mfiveletet is, amely a mésodik qubitet hasznalja
vezérldként és az els6t célként, azaz,

CNOT2_>1 |Ll, b> = |61 D b,b> . (348)

Mint altalaban, ezeket a képleteket linearitassal kiterjesztjiik tetsz6leges kétqubites dllapotokra.

QUIRKY-ban ugyantgy épithetsz vezérelt-NOT mdtiveletet kvantumbitekre, ahogy a ko-
zOnséges bitekre megtanultad —lasd 3.1.6. , ha nem emlékszel. Példaul a CNOT_,, mfivelet
kvantumbitekre ugyantgy néz ki, mint korabban:

T

Sok dolog, amit val6szintiségi bitekre bizonyitottunk, még mindig igaz kvantumbitekre.
Péld4ul a a 3.2. hazi feladatra adott megoldasod éppuigy lehet6vé teszi két kvantumbit fel-
cserélését! Egy masik példa erre az a tény, hogy ugyanazt a vezérelt-NOT miiveletet kétszer
végrehajtani egyenértékii azzal, hogy semmit sem csindlunk. Példaul CNOT;_,, esetében ez
azért van igy, mert

CNOT;,, CNOT 2 |a,b) = CNOT ;2 |a,a® b) = |a,a®adb) = |a,b)

mivel 2 & a = 0 barmely a € {0,1} esetén. Kévetkezésképpen a vezérelt-NOT miivelet 6nmaga

inverze:
CNOT; %, = CNOT;_;, (3.49)

ahol M~! az M mfivelet inverzét jeloli (lasd 2.4.2. alfejezet).

Ha egy kicsit jatszadozol QUIRKY-val, észrevehetted, hogy kombinalhatod a [ e }-t tetsz6leges
egyqubites miivelettel, nem csak a NOT mtivelettel. Valéban, definidlhatunk egy vezérelt-U
miiveletet barmely U egyqubites mtiveletre. Ezeket CU;_,» és CU,_,; jeloli, attdl fiiggben,
melyik qubit a vezérls és melyik a cél. Példaul CU;_,, a kovetkez6képpen van definidlva a négy
bazisallapoton:

CU;-,2100) = [0) @ |0),
ClU;_,,[01) = |0) ® |1),
ClU;_,2[10) = 1) @ U |0),
ClUy_,, [11) = 1) @ U |1).

Gyorsan ellendrizheted, hogy U = NOT esetén visszakapjuk a kordbban definidlt CNOT;_,-t.

3.2.5. Osszefonédott allapotok

A 3.33. egyenletben a tenzorszorzatot hasznaltuk egy kétqubites adllapot felépitésére két egy-
qubites allapotbdl. A 3.2.3. alfejezetben lattuk, hogy ezek a szorzatdllapotok pontosan azok az
allapotok, amelyeket lokdlis kvantummfiveletek |00) = |0) ® |0)-ra val6 alkalmazdsdval lehet
létrehozni (amely maga is szorzatéllapot). Léteznek azonban olyan kétqubites allapotok is,
amelyek nem szorzatéllapotok. Ezeket az allapotokat 6sszefonddottnak nevezziik, és mint latni
fogjuk, nagyon fontosak a kvantuminformatikdban.

Hogyan tudjuk meghatédrozni, hogy egy éllapot szorzatallapot-e vagy sem? Bar a kvan-
tumallapotokat amplitadék és nem valdszintiségek hatdrozzak meg, ugyanazt a modszert
hasznalhatjuk, amit a 3.1.8. alfejezetben hasznéltunk annak eldontésére, hogy egy valoszintiségi
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eloszlas korrelélt-e. Adott egy kétqubites allapot (3.30) forméban, el6szor a 3.28. egyenlet
segitségével kiszdmoljuk:

A([¥)) = Pootp11 — Por¢io- (3.50)

Ekkor |¢) akkor és csak akkor szorzatallapot, ha A(|)) = 0. Ilyen médon az 6sszefonddott
allapotok anal6gok a korrelalt valészintiségi eloszlasokkal.
Egy egyszerfi, de fontos példa 6sszefonddott kétqubites dllapotra

1 1
V2 V2

Ez az 4llapot analég a tokéletesen korreldlt véletlen bitparral a 3.27. egyenletbdl. Osszefonédott,
mivel

|®F) = —[00) + —= [11). (3.51)

A(\@ﬂ):\lﬁ-\}i—o-o:;#o.

|®*)-t két qubit maximélisan §sszefonddott dllapotdnak nevezziik (bar e név oka és a sajatos
jelolés ezen a ponton még nem tal vilagos).

Hogyan hozhatunk létre 9sszefonddott allapotokat? Ahogy akkor tettiik, amikor korrelalt
dllapotokat akartunk létrehozni két bitb6l, hasznélhatjuk a vezérelt-NOT mdtiveletet, hogy
két kvantumbitet kolcsonhatasba hozzunk. Péld4ul a kovetkezd miiveletsorozat el6allitja a
maximalisan 6sszefondédott |PT) allapotot:

Qubit 2: 10>

Fd
Qubit 1: 00—+ H j

Gyorsan ellendrizziik ezt:

1 1 1 1
\ﬁ\oo ﬁ|10>) = \ﬁm”ﬁ

Vedd észre, hogy a CNOT kozvetlen alkalmazdsa |00)-ra, vagy barmely mds bazisallapotra, nem
miikodott volna (lasd 3.46. egyenlet).

CNOT;_,, (H® I)|00) = CNOT;_,, < )+ 1) .

3.6. Hazi feladat: Egy masik dsszefonédott dllapot

1. Igazold, hogy a [p) = 3 |01) + ? |10) dllapot osszefonédott.
Otlet: Szdmold ki a 3.50. egyenletet.

2. Talalj egy mtiveletsorozatot QUIRKY-ban, amely el6allitja a |i) dllapotot.

Otlet: Probalj egy megfeleld szogti forgatast hasznalni.

3. Mik a mérési eredmények valdszintiségei, amikor |i) mindkét qubitjét méred? Hasz-
néld QUIRKY-t az eredményed megerdsitéséhez.

A 3.51. egyenletben szerepl6 maximadlisan dsszefonddott dllapot egyike egy négy allapotbol
all6 csaladnak, amelyet Bell-adllapotoknak neveziink. A Bell-dllapotokat a kovetkez6képpen
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definidljuk:

[@*) =

o) =
o1

¥ >_ﬁ|01

[¥7) =

1 1
E|00>+E|11>,

1 1
E |00) — E |11),
) +

1
ﬁ|10>,

1 1
5101 = =5 110).

(3.52)
(3.53)
(3.54)

(3.55)

John Steward Bell-r6l nevezték el 6ket, aki els6ként ismerte fel a kvantum-osszefonddas figye-
lemre mélt6 tulajdonsdgait. Hogyan hozhatjuk létre ezt a négy Bell-allapotot? Fentebb lattuk,
hogy |®*)-t iigy kaphatjuk meg, hogy egy Hadamard és egy CNOT mdiveletet alkalmazunk a
|00) baziséllapotra. Kénnyen ellenérizhets, hogy a masik harom Bell-dllapot hasonl6an konst-
rudlhat6, azaz ugyanazt a mtiveletsorozatot alkalmazva a masik harom bazisallapotra. Mas

szoval, ha definidljuk

Ugen = CNOT o (H® I)

akkor

|®@*) = Ugen |00),
}T+> = UBell ‘01> ’

|CD_> = Upen |1O> 7
|¥™) = Upen |11) .

(3.56)

3.12. Gyakorl6 feladat: Bell-allapotok el8allitasa

Rajzold le hogyan hozhatdak létre a tovabbi |®~), [¥ 1), és [¥ ) Bell-allapotok QUIRKY-ben.

3.13. Gyakorlé feladat: Bell-dllapotok megkiilonboztetése

Aliz szamar robotja eltévedt egy felfedezd kiildetés sordn! Siirg6sen tudatni akarja Alizzal a
pozicidjat, hogy az megmenthesse. A szamar az iskolét koriilvev6 négy negyed egyikében
taldlhato. Hogy kozolje, melyikben, a szamdr egy kétqubites kvantumtizenetet |x, y) kiild,
ahol x € {0,1} jelzi a helyzete x koordinatajat és y € {0,1} jelzi az y koordinétéjat:

visszaképezi a megfeleld |x, y) bazisillapotra.

y
A
1 ]eF) )
0 [2%) [®7)
0 1

\ 4
8

Sajnos Aliz gonosz osztalytarsa, Eva zavarja a jelet, és amit Aliz ehelyett kap, az a fent
lathat6 négy Bell-dllapot egyike. Segits Aliznak helyesen dekdédolni a jelet és megtalalni
a szamdr robotjat! Azaz taldlj egy miiveletsorozatot, amely mind a négy Bell-dllapotot

3.2.6. Osszefon6das és korrelaciék

Az osszefonddott allapotok és a korreldlt valdszintiségi eloszldsok hasonlésdga alapjan fel-
meriilhet a kérdés, hogyan kapcsolédik egymashoz ez a két fogalom. Osszehasonlitdsukhoz
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beszéljiink 4ltalanosabban a kvantumaéllapotok és a val6szintiségi eloszldsok kapcsolatarol.
Kezdésként tegyiik fel, hogy van egy egyqubites allapotunk ) = o |0) + 1 |1), és meg-

mérjiik azt. Tudjuk a 2.2. alfejezetbdl, hogy eredményiil egy bitet kapunk, amely vagy nulla,

vagy egy, 3 és ¢? valoszintiségekkel. Ezt modellezhetjiik Gigy, mint egy valoszintiségi eloszlast

¥5[0] + i[1].

Intuitiven ez azt a helyzetet modellezi, amikor megmértiik a qubitet, de valéjaban nem néztiik
meg az eredményt (ha megnéztiik volna, nem egy val8szintiségi bitiink lenne, hanem egy
determinisztikus, amely vagy nulla, vagy egy allapotban van).

Ugyanez a logika ugyantgy miikodik két qubitra is. Ha megmériink egy kétqubites dllapotot
|) = oo |00) + o1 |01) + P10 |10) + 911 |11), a mérési eredményeket leirhatjuk a kovetkezs
val6szintiségi eloszldssal

p = ¥50[00] + 5 [01] + 9, [10] + 9 [11]. (3.57)

Péld4ul, ha el6készitjiik és megmérjitk a maximélisan 6sszefonddott |®T) allapotot, egy tokéle-
tesen korrelalt véletlen bitpart kapunk, mint a 3.27. egyenletben. Ezt ellen6rizhetjiik QUIRKY

segitségével:
Qubit 2: |0) ﬁ /7{ 50. 0
Qubit 1: 00— H )/7{ | o

50.0

Nyilvanvaléan ugyanez igaz, ha ehelyett a |®~) Bell-4llapotot mérjiik. (Mi a helyzet a masik két
Bell-dllapottal, |¥1)-szal vagy [¥~)-szal? Barmelyikiik mérése tokéletesen antikorreldlt biteket
eredményez, amelyeket a 1[01] + 2[10] val6szintiségi eloszlds ir le.)

Az el6z6 példa nem véletlen volt. Valéjaban a 3.57. egyenletben szerepld p valoszintiségi
eloszlas, amelyet egy kétqubites kvantumallapot mérésével kapunk, csak akkor lehet korrelalt,
ha a megfelel§ |¢) kvantumallapot 6sszefonddott. Ennek belatasahoz tegyiik fel, hogy |¢) egy
szorzatallapot, tehdt A(|y)) = 0. Ekkor p egy szorzateloszlas, mivel

A(p) = poop11 — po1p10 = Yoo¥ti — o1 ¥io
= (Yoo11 — Po1¥10) (Yoo11 + Po1¢10) (3.58)
= A(|9) (Yoop11 + Porpro) = 0.

Ez bizonyitja azt az allitast, hogy a korrelalt mérési eredmények dsszefonddaést feltételeznek a
mért llapotban.

Vegyiik észre, hogy éltalaban a kvantumallapotok legalabb olyan hasznosak, mint a va-
16szintiségi bitek, mivel barmely valdszintiségi eloszlds elérhet6 egy megfelel6en vélasztott
kvantumaéllapot mérésével. Azaz barmely p val6szintiségi eloszlashoz mindig taldlhatunk egy
olyan |¢) kvantumallapotot, amelynek mérési eredményei p szerint oszlanak el. Példdul egy
kétbites p eloszlashoz egyszertien valaszthatjuk a kovetkez6 allapotot

) = /P00 [00) + /Por [01) + /P10 [10) + /P [11) .
Ez arra is ravilagit, hogy az 0sszefon6das éltalaban legalabb olyan hasznos, mint a va-

16szintiségi korreldciok, mivel barmely korrelalt eloszlds két val6szintiségi biten el6allithato
valamilyen 6sszefonddott kétqubites dllapot mérésével.

64


https://www.quantum-quest.org/quirky/QuirkyQuest3Q.html#circuit=%7B%22cols%22%3A%5B%5B1%2C%22H%22%5D%2C%5B%22NOT%22%2C%22%E2%80%A2%22%5D%2C%5B%22Measure%22%2C%22Measure%22%5D%2C%5B%22Chance2%22%5D%5D%7D

3.2.7. Az 6sszefonddas ereje

Val6jaban az 9sszefonddott kvantumbitek tényleg erésebbek, mint a valészintiségi bitek! A
kovetkez6kben csak izelit6t kapunk ebbdl, de a kovetkez6 hetekben még sok példat fogunk
latni.

Mlusztraljuk az 0sszefonddds erejét egy kis torténettel, amely a 3.13. gyakorl6 feladatra
épiil. Ott segitetté]l Aliznak dekédolni a szamar robotja pozicidjat, amely négy lehetséges hely
egyikén volt, két bittel jelolve: a,b € {0,1}. Aliznak nincs ideje felvenni a szamarat, ezért
tovédbb akarja kiildeni a poziciét Botinak. Sajnos Aliznak kevés adatforgalma maradt a kvantum
mobilcsomagjaban, igy csak egyetlen qubitet tud kiildeni Botinak. De egy kvantumbit kiildése
biztosan nem lesz elég két bit tokéletes kommunikalasdhoz. Tudjuk ezt, mert Boti egyetlen
modja az informacié kinyerésére a qubit mérése - de a mérésbol csak egyetlen bitet tud meg, és
aztdn a qubit eredeti dllapota elt{inik.

Szerencsére Aliz és Boti elérelatoak voltak, és megosztottak egy |®T) maximalisan §sszefo-
noédott allapotot. Ez alatt azt értjiik, hogy Aliz birtokolja az els6 qubitet, Boti pedig a médsodikat.
Segithetiink-e Aliznak elkiildeni a szamar helyzetét (azaz az a és b két bitet) egyetlen qubit
tovabbitdsdval? Ez valoban lehetséges, és a kulcsfontossagt elem a kovetkezé:

3.14. Gyakorl6 feladat: Egy Bell-allapot atalakitdsa barmelyik masikba

Mutasd meg, hogy Aliz kizarolag a sajat qubitjén végzett lokdlis mtiveletekkel 4t tudja
alakitani a |® ") maximalisan dsszefonddott dllapotot barmelyik masik Bell-allapotta: [P ),
[¥7), vagy [¥7).

Most mér vildgos, hogyan oldhatjdk meg Aliz és Boti a kihivast. Tegytik fel, hogy Aliz és
Boti el6zetesen megegyeztek egy leképezésben a két bit [ab] négy lehetséges értéke és a négy
Bell-dllapot kozott (mondjuk, [00] megfelel |®*)-nak, [01] megfelel |¥T)-nak, és igy tovabb).
A 3.14. gyakorl¢ feladat felhasznédldsaval Aliz el6szor egy miiveletet alkalmaz a maximalisan
Osszefonddott dllapot rd es6 részén, hogy azt a Bell-dllapotta alakitsa, amely megfelel a szamar
helyzetének. Ezutan elkiildi a kvantumbitjét Botinak. Most Botinak mindkét kvantumbit a
birtokaban van, és tudja, hogy azok a négy Bell-dllapot egyikében vannak. Igy egyszertien
alkalmazhatja ugyanazokat a mfiveleteket, mint a 3.13. gyakorl6 feladatban, és mérheti a két
qubitet, hogy kideritse a szamaér robot helyzetét.

Az imént leirt eljaras szuperstirti kédolds protokollként ismert, mivel két determinisztikus
bitet tovdbbitunk egyetlen kvantumbit kiildésével (egy Aliz és Boti kozott megosztott ma-
ximalisan 0sszefonédott allapot felhasznaldsanak aran). Haszndlhattak volna-e Aliz és Boti
ugyanilyen jol val8szinfiségi biteket dsszefonddott dllapot helyett a kihivdas megoldasara (pl.
egy tokéletesen korreldlt bitpart)? Erdekes médon ez nem lehetséges. Igy a szuperstirti kédolas
demonstralja, hogy a kvantum-6sszefonédas elényt nytjt a kommunikaciés feladatokban.

A kovetkez6 hazi feladatban egy masik hires helyzettel taldlkozhatsz, amelyben a kvantum-
Osszefonddés egyértelmi elényt biztosit. A probléma taldn egy kicsit ijesztének tlinhet - de ez
foleg azért van, mert nem tudtunk ellendllni annak, hogy egy kis torténetet sz&jiink koré. Mint
mindig, ne habozz kérdezni a Discordon!

3.7. Hazi feladat: Egy 6sszefonédott jaték (kihivas)

Aliz és Boti unatkoznak az 6ran, ezért megkérik kvantummechanika tandrukat, Rolan-
dot, hogy adjon nekik egy kihivast jelent6 feladvanyt. Rovid gondolkodas utan Roland
elmagyaradz nekik egy érdekes jatékot. A jaték célja, hogy Aliz és Boti a lehetd legjob-
ban egytittmtikodjenek (nem egymads ellen jatszanak). Azonban nem kommunikalhatnak
egymassal a jaték sordn! A jaték szabdlyai a kovetkezok:

¢ Kezdésként Roland titokban feldob két szabalyos érmét. Megmondja Aliznak az els6
érmedobds eredményét (x bit) és Botinak a masodik érmedobds eredményét (y bit).
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Ezeket input biteknek nevezziik.

¢ A bitek fogaddsa utan Aliznak és Botinak egy-egy sajat bitet kell vélaszolniuk (a és b
bitek).

¢ Aliz és Boti a kovetkez6 feltétel mellett nyerik meg a jatékot: ha x = y = 1, akkor
nyernek, ha a # b; egyébként akkor nyernek, ha a = b.

x Y x vy | Elfogdasi feltétel
0 0 a=>b
1 0 a=1>

a b 1 1 aF#b

A jaték kezdete el6tt Aliz és Boti roviden 6sszejonnek, hogy megbeszéljék a stratégidjukat.
El6szor azt fontolgatjak, hogy egyszertien két fiiggvényt alkalmaznak f, g : {0,1} — {0,1}
az input bitjeiken x és y, és a valaszaikat igy szamoljédk ki: a = f(x) és b = g(v).

1. Mutasd meg, hogy ebben az esetben 75% valodszintiséggel nyerhetik meg a jatékot, de
ennél nem nagyobbal.

Ezutédn fontoléra veszik, hogy osztott véletlenszertiséggel koordindljak a jatékukat. Boti
javasolja, hogy hasznéljanak bonyolultabb f és ¢ fiiggvényeket egy extra binaris argumen-
tummal, és a vélaszaikat igy szamoljak ki: a = f(x,r) és b = g(y,s), ahol r és s két véletlen
bit, amelyeket egyiittesen egy kétbites val6szintiségi eloszlas ir le.

2. Mutasd meg, hogy még mindig nem nyerhetnek 75%-nél nagyobb valészintiséggel,
tiggetleniil attdl, hogy mik az f és g fliggvények, és mi az r és s bitek egyiittes
eloszlasa.

F6hoseink kezdik felismerni, hogy Roland bizonyéra egy kvantummechanikai stratégiara
gondolt. Aliznak zsenidlis otlete tdimad, és javasolja, hogy osszanak meg egy maximalisan
osszefonddott |PT) allapotot a jaték kezdete el6tt. Azt javasolja, hogy a bitek fogadasa
utdn 6 elforgatja a qubitjét valamilyen 60, szdggel (ami az x input bitjétdl fiigg), és megméri,
hogy megkapja az a vélaszat, mig Boti ehelyett egy masik w,, szdggel forgat (ami az y input
bitjétsl fiigg), majd méri, hogy megkapja a b valaszat.

3. Trd le az allapotot, miutan Aliz és Boti elvégezték a forgatasaikat, (3.30) formajaban.
Erésitsd meg, hogy a jaték megnyerésének valdszinfisége

(cos?(8p — wp) + cos® (g — w1) + cos? (81 — wp) + sin?(61 — w1)) -

=

Otlet: Hasznald a trigonometrikus képleteket a 2.16. és 2.22. egyenletekbdl.

Aliz és Boti gyorsan rajonnek, hogy 6p = 0, 01 = 7/4, és wg = /8 j6 vélasztasok, de
gondban vannak az utolsé szoggel, és az id6 gyorsan fogy.

4. Taldlj egy olyan w; szoget, amellyel 75%-ndl nagyobb valdszintiséggel nyerik meg a
jatékot.

A hézi feladat els6 két részében megmutattad, hogy barmely klasszikus biteket haszna-
16 stratégia legfeljebb 75% valoszintiséggel nyerheti meg a jatékot. Ez egy példa egy Bell-
egyenldtlenségre. A fenti verzid John Clauser, Michael Horne, Abner Shimony és Richard Holt
munkdjdra vezethetd vissza, ezért a jatékot, amit Aliz és Boti jatszik Rolanddal, gyakran CHSH-
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jatéknak nevezik. A kvantummechanikai stratégia, amit a hazi feladatban felfedeztél, megsérti ezt
a Bell-egyenl6tlenséget. Empirikus tény, hogy a Bell-egyenl6tlenségeket a kvantummechanika
valéban megsértheti. Ezt el6szor Alain Aspect mutatta ki a 80-as években, és nemrég megers-
sitették nagyon szigoru feltételek mellett Ronald Hanson és csapata gyonyorti kisérletében a
Delfti Mtiszaki Egyetemen.

Frdekes médon Aliz és Boti nemcsak jobban tudjék jatszani a CHSH-jatékot egy megosztott
maximadlisan dsszefonddott dllapot haszndlatdval, hanem valéjaban meg tudjak gy6zni Rolan-
dot, hogy kvantumtriikkoket kell hasznalniuk ahhoz, hogy ilyen jol jatsszak a jatékot. Mivel
csak val6szintiségi stratégidkkal nem nyerhetik meg a jatékot 75%-ndl nagyobb val6szintiséggel,
ha valahogyan sikeriil gyakrabban nyernitik, akkor az egyetlen lehetséges magyarazat az, hogy
valami er6sebbet kell hasznalniuk. Valdjaban tovabbi triikkokkel még arrél is meg tudjak gydzni
Rolandot, hogy a maximalisan 6sszefonédott dllapotot kell hasznélniuk és a forgatdsokat a
konkrét szogekkel kell alkalmazniuk. Ez 1ényegében azt jelenti, hogy céfolhatatlan médon be
tudjak bizonyitani Rolandnak, hogy kis kvantumszamitoégépeik vannak, amelyek képesek mani-
pulélni egyes qubiteket és megosztani 0sszefonddast. Ez egy nagyon fontos megfigyelés, mivel
lehet6vé teszi, hogy a CHSH-jatékot hasznald annak ellendrzésére, hogy valaki tényleg épitett-e
kvantumszamitégépet! Valoban, ha két osztalytarsad azt 4llitana, hogy mindketten épitettek
egy-egy kvantumszamitogépet a gardzsukban, egyszertien megkérhetnéd 6ket, hogy jatsszak
egyiitt ezt a jatékot ellened. Ha sikeriil 75%-nal jelent6sen nagyobb valoészintiséggel nyerniiik,
akkor tudndd, hogy valéban nem hazudnak neked, és igazi kvantumszdmitégépeik vannak. De
ha nem tudnak 75%-nél tobbet nyerni, akkor kénnyen megcafolhatnad az éllitasaikat. Hat nem
fantasztikus ez?

Ezeken a tipust ellen6rzési eljardsokon jelenleg aktivan dolgoznak kutatok vildgszerte. Ez
egy nagyon fontos probléma, mert kiilonb6z6 nagy cégek, mint az IBM, Google és Microsoft
prébalnak kvantumszamitégépet épiteni. Ha azt allitjdk, hogy épitettek egyet, valészintileg
jobban hinnél nekik, mint az osztalytarsaidnak. Azonban még mindig nagyszerfi, ha tényleg
ellendrizni tudod ezt!
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3.3. A gyakorl6 feladatok megoldasai

3.2. Gyakorlé feladat megoldasa

1. Jeloljiik Aliz két érmedobasanak valdszintiségi eloszlasat p-vel. A 3.3. 4brat hasznal-
juk a valdszintiségek kiszamitdsahoz. Tudjuk, hogy Aliz els6é érmedobésa u szerint
oszlik el, ami azt jelenti, hogy ha az els6 bitet mérjiik, mindkét kimenetelt 1/2 val6szi-
niiséggel kell kapnunk:

1 1
Poo + po1 = 57 P +pu= X
Tovébba tudjuk, hogy ha az els6 érmedobds eredménye 0, akkor a masodik bit 4llapo-
tat a g érme irja le. Tehdat a kovetkez6nek kell teljesiilnie:

Pool0] +poufl] _ 3, 1

+ [l
Poo + po1 4 4[ ]

amibdl arra kovetkeztetiink, hogy poo = 3 és por = %. Hasonl6képpen, ha az els6
érmedobds eredménye 1, akkor a masodik bit dllapotat az r érme irja le, tehat

pol0+pull] 1, 2

- 1],
Poo + Po1 3 1]

igy p1o = & és p11 = 2. Osszességében:

3 1 1 2
= — =[01] + -1 —-[11
2. Boti bitjének értéke megegyezik Aliz masodik érmedobédsanak eredményével, igy
egyszerlien kovetjiik a 3.3. dbra abrat a masodik bit mérési eredményeinek valo-
szinliségének kiszdmitasdhoz. Tehat annak a valészintisége, hogy Boti eredménye
0:

1 13

3
P00+P10—§+8—ﬁ

és annak a val6szintisége, hogy az eredménye 1: 1 — 33 = 11 Ezt felirhatjuk valoszi-
niiségi eloszlasként:

13 11
2101+ 511l

3. Ismét a 3.3. dbrat haszndljuk. Ha a mdsodik bitet mérjiik és az eredmény 0, akkor az
els6 bit dllapotét a kovetkez6 adja:

00l0] +pioll] _ 9 4
Poo + P10 13
Igy valészintibb, hogy Aliz elsé érmedobasa 0-t mutat.

Hasonl6képpen, ha a méasodik bit mérésének eredménye 1, akkor az els6 bit allapotat
a kovetkezd irja le:

poul0 +pufl] _ 3., 8

po1 + P 11 ﬁm'

Ebben az esetben val6szintibb, hogy Aliz els6 érmedobésa 1-et mutat.
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3.1. Gyakorlé feladat megoldasa

Poo P10
NOT; pPor | _ | P11
P10 Poo
P11 po1

3.3. Gyakorl6 feladat megoldasa

Poo Poo
SWAP pPor | _ | P10
P10 Po1
P11 P11

3.4. Gyakorlé feladat megoldasa
1. CNOT;,,1[a,b] = [a® b,b] = [b D a, b].

2. Ez elvégezhet6 egy SWAP alkalmazasaval, majd egy CNOT_,,-vel, és végiil egy
tdjabb SWAP-pal. Valdban, a 3.17. és 3.19. egyenleteket hasznélva,

SWAP(CNOT;_»(SWAP|a, b])) = SWAP(CNOT;_,2[b, a])
= SWAP[b,b @ a] = [bDa,b].

3.5. Gyakorlé feladat megolddsa

A 3.3. dbra dbra hasznélataval a masodik bit dllapota a mérés utdn a kovetkez6képpen
szamithato ki:
Pa0l0] + pa[1] _ qaro[0] +gara[1] _ ro[0] +m[1]
Pao + Pa1 Ja’0 + a1 ro+11

70 [O] +r [1] =7,

ahol kiejtettiik g,-t és felhasznaltuk, hogy ro 471 = 1.

3.6. Gyakorl6 feladat megoldasa

A vezérelt-NOT mifivelet el6tti dllapot

(30+ 311 ©10) = 3f00] + 51201

A vezérelt-NOT mfivelet alkalmazasa utan a kovetkez6t kapjuk, hogy

CNOT, .» G[oo] + %[10]) = 2{00] + £11]




3.7. Gyakorl6 feladat megoldasa
1.

et~ (g dg) (o~ )
1 1
2 100) — 2101} + 3 [10) — 7 [11).

Loy +1) =1+ e ).

1
—=(10) +]1)) ® 7

V2

Tehat ez valoban egy szorzatéllapot.

3.8. Gyakorlé feladat megolddsa

|00) allapottal kezdiink. A mdsodik qubiten végzett NOT utdn |01)-et kapunk. Az els6
qubiten alkalmazott Hadamard ezt |[+) ® |1) = % |01) + \% |11)-re alakitja, és a végs6 Z

(|00) + |01) + |10) + |11)) =

NI~

miivelettel a kovetkez6 kétqubites allapotot kapjuk kozvetleniil a mérés el6tt:

1 1
—|01) — — |11).
75100 — 75 1)
Tehat vagy 01-et, vagy 11-et kapunk, mindkett6t 50-50% valészintiséggel.

.
.
|
N

3.9. Gyakorl6 feladat megoldasa

Csak azt mutatjuk meg, hogyan lehet ellen&rizni a 3.39. egyenletet (a mésik egyenlet teljesen
anal6g médon vezethetd le). Ehhez irjuk fel |a) = ag|0) + a7 |1) és |B) = Bo|0) + B1 (1)
alakban. Ekkor,

Uy (o) ® [B)) = Uz (aBo |00) +aop1 [01) + a1Bo [10) + a1 p1 [11))
= aoBoll1 [00) + woBr Uy [01) + a1 Bolly [10) + &y B1U17 |11)
= aoBol |0) ® |0) + aof1U [0) ® [1) +a1BoU [1) ® |0) + 111U [1) @ [1)
= aol |0) ® (Bo |0) + B1|1)) + a1l 1) ® (Bo |0) + p1 1))
=aoU |0) ® |B) + a1 U [1) ® |B)
= (axoU |0) + ;U 1)) ® |B)
=Ula) ® [B)

a 3.33. egyenlet, U; definicidja és a linearitas alapjan.




3.10. Gyakorlé feladat megoldasa

1. Az allapot felirhat6, mint
L 100y + 101y — [10) — 1)) = —= (|0} - |1)) ® —= (|0} + |1))
2 NG V2 ’

2. Ez egyenld

H|1) ® H|0) = HNOT|0) ® H |0) = (HNOT ® H) |00).

Qubit 2: 10 H

3.

. Fa
Qubit1: 0 —— H

3.11. Gyakorl6 feladat megoldasa

Annak bemutatdsdhoz, hogy HZ # ZH, elegend{ ellenérizni, hogy kiilonb6z6 eredményt
adnak, amikor a |0) dllapotra alkalmazzuk 8ket. Valoban:

HZ|0) = H|0) =

ZHI|0) =Z (— |0) + —= |1)

3.12. Gyakorl6 feladat megoldasa

* [®7):
Qubit2: |0 i
Qubit 1: |0>—@— H j
e |PF):
Qubit2: |0 @ i
Qubit 1: |0 H j
o ¥ ):
Qubit2: |0 @ i
Qubit 1: |o>—@— H j



https://www.quantum-quest.org/quirky/QuirkyQuest3Q.html#circuit=%7B%22cols%22%3A%5B%5B1%2C%22NOT%22%5D%2C%5B%22H%22%2C%22H%22%5D%5D%7D
https://www.quantum-quest.org/quirky/QuirkyQuest3Q.html#circuit=%7B%22cols%22%3A%5B%5B1%2C%22NOT%22%5D%2C%5B1%2C%22H%22%5D%2C%5B%22NOT%22%2C%22%E2%80%A2%22%5D%5D%7D
https://www.quantum-quest.org/quirky/QuirkyQuest3Q.html#circuit=%7B%22cols%22%3A%5B%5B%22NOT%22%5D%2C%5B1%2C%22H%22%5D%2C%5B%22NOT%22%2C%22%E2%80%A2%22%5D%5D%7D
https://www.quantum-quest.org/quirky/QuirkyQuest3Q.html#circuit=%7B%22cols%22%3A%5B%5B%22NOT%22%2C%22NOT%22%5D%2C%5B1%2C%22H%22%5D%2C%5B%22NOT%22%2C%22%E2%80%A2%22%5D%5D%7D

3.13. Gyakorl6 feladat megoldasa

Vegyiik észre, hogy ez ugyanaz, mint megforditani a Ug. mtiveletet a 3.56. egyenletbdl.
Emlékezziink, hogy Ugey = CNOT/_,, (H ® I). Ez egy Osszetett mtivelet, igy a 2.5. gyakorld
feladatbdl tudjuk, hogy

Uph = (H®1)"!CNOT}, = (H ' ® I) CNOT, .

Emlékezziink a 3.49. egyenletbsl, hogy CNOT; ., 6nmaga inverze, azaz CNOT; ., =
CNOT; ;. Az is igaz, hogy H™! = H (ez valéjdban minden tiikrozésre igaz). Ez azt
jelenti, hogy visszafordithatjuk Ugy-t ugyanazon két miivelet alkalmazasaval, de forditott
sorrendben:

Uy = (H®I)CNOT .

Azaz el6szor alkalmazzuk CNOT;_,,-t, majd H-t az els6 qubiten, ahogy itt:

Ty
3.14. Gyakorl6 feladat megoldasa

Vegyiik észre a 3.52., 3.53., 3.54. és 3.55. egyenletekb6l, hogy a Bell-allapotok csak bitflipek-
ben és elGjelekben kiilonboznek. Emlékezziink, hogy egy bitet atbillenthetiink lokalis NOT
miivelettel, és hogy néhany el&jelet bevezethetiink lokélis Z mfiveletek alkalmazasaval, ahol
Z a2.12. egyenletben van definidlva. A |®~) létrehozdsdhoz Aliz egyszertien alkalmazhat
egy Z miiveletet a qubitjén:

ZoD)|o") = (Zo]) (% 100) + % \11>> ~ L 00y - % 11) = [@7).

2

A |¥T) létrehozasdhoz Aliz ehelyett egy NOT miiveletet alkalmaz a qubitjén:

(NOT® I) |o+) = (NOT & ) (i 100) + iz 111>> Loy iz o1y = [+).

V2 V2 V2 V2

A |¥7) létrehozdsdahoz Aliz el6szor egy NOT miiveletet, majd egy Z mftiveletet alkalmaz a
qubitjén:

(ZNOT® 1) |&+) = (Z® ) <% 110) + % |o1>> _ —% 110) + % 01) = [¥7).
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4. Kiildetés: A qubitek 6sszehangolasa

Az el6z6 héten a két qubit dllapotairdl és a rajtuk végezhetd miiveletekrdl tanultunk. Meg-
ismerttiik az dsszefonddott kvantumallapotokat is, és azt, hogy ezek hogyan hasznélhat6k ha-
tékonyabb kommunikdcidra (pl. két bit atvitelére egyetlen qubit kiildésével) és hogyan lehet
veliik feltilmulni a determinisztikus vagy val6szintiségi stratégidkat bizonyos jatékokban. Ezen
a héten tetsz6leges szdmu qubitet fogunk haszndlni, és elkezdjiik dsszeéllitani a sok miiveletbsl
all6 kvantumdaramkoroket, hogy érdekes problémakat oldjunk meg veliik.

4.1. Kvantumaramkorok

Amikor sok qubited van és sok mfiveletet végzel rajtuk, konnyen elveszitheted az attekintést.
Ahogy egy zeneszerz§ kottat ir, hogy pontosan meghatdrozza, melyik zenésznek mikor milyen
hangot kell jatszania, igy a kvantumaramkorok is szemléletes leirast adnak arrdl, hogy melyik
qubiten mikor milyen mfiveletet kell végrehajtani. A kiilonb6z6 miiveletek olyanok, mint a
kiilonb6z6 hangjegyek, a kiillonb6zé qubitek pedig olyanok, mint a kiilonb6z6 zenészek egy
zenekarban!

A zenekartol eltéréen azonban egyes kvantummdtiveletek egyszerre két (vagy néha akar
harom!) qubitet is érintenek. Ez olyan lenne, mintha arra kérnénk a gitarost, hogy pengesse
a hegedtit, mikozben a hegedtis vonézza a gitart! Az ilyen kolcsonhatdsok a zenészek (vagy
qubitek) kozott nagyon szérakoztatdéak lehetnek, és sokkal gazdagabb, osszetettebb hangzast
eredményezhetnek. A gyakorlatban azonban nehéz lehet ezt kivitelezni (képzeld el, ahogy a
hegedtisnek &t kell rohannia a szinpadon, hogy elérje a gitarost!). Rdadasul e hektikus egytitt-
miikodés sordn a heged{is haja beleakadhat a gitaros nagy fiilbevaldjdba, arra kényszeritve Sket,
hogy a dal hatralévé részét egytitt jatsszak.

Minél tobb kolesonhatdst hozol létre a qubitek kozott, dltalaban annal jobban 6sszefonédnak.
A dal végére tipikusan az dsszes qubit annyira 0sszefonddik egymassal, hogy teljesen lehetetlen
megkiilonboztetni 6ket. Az egyetlen médja annak, hogy szétvalasszuk és valamilyen értelmes
dllapotba hozzuk 8ket, az a mérés! Valdjaban igy miikodik egy dltaldanos kvantumszamités.
Formalisabban, egy kvantumdramkor harom 6sszetev6bdl 4ll:

1. egy kezdeti allapot, ami tipikusan minden qubiten |0),

2. kvantummdtiveletek sorozata, ahol minden miivelet altaldban csak néhdny qubiten hat
egyszerre (altalaban egy vagy két qubiten),

3. mérések az informacio kiolvasdsdhoz (altaldban minden qubitet megmériink).

A kvantumaramkoroket grafikusan is dbrdzolhatjuk ugyanolyan képekkel, amiket mar isme-
riink a QUIRKY-bSl. A kvantumédramkorok targyaldsandl a miiveleteket és méréseket gyakran
kvantumkapuknak nevezik (pl. "Hadamard-kapu" a "Hadamard-mftivelet" helyett). Nézziik
meg most kozelebbrdl ezt a hdrom Osszetevét, és ldssuk, hogyan miikodnek egyiitt a qubitek
nagy zenekardban.

4.1.1. Tobb kvantumbit

Az egy és két qubites rendszerekre tanult szabélyok természetes médon altalanosithatok tobb
qubites kvantumrendszerekre. Példdul egy hdrom qubites rendszer tetszéleges allapota igy
irhato fel:

|) = Pooo |000) + Poo1 |001) + 110 |010) + 911 |011) @1
+ 100 [100) + 101 [101) + 110 [110) + 9111 [111), '
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ahol ¢ € [—1,1] és ezeknek az amplitiidoknak a négyzetosszege ismét egy, azaz

Yoo + o1 + ¥o10 + Yhi1 + Yoo + Yior + Pho + ¢ = 1.

Vegyiik észre, hogy dsszesen 8 = 23 amplitddé van, egy-egy minden harom bites bitsorozathoz.
A |¢)-re gondolhatunk tgy is, mint egy nyolc elemi vektorra:

YPooo
Poo1
YPo10
Po11
Y100
Y101
Y110
Y111

Altaldnosabban, egy n qubites allapotot 2" amplitadéval ¢,, . ,, lehet megadni, egyet-egyet
minden 7 bites bitsorozathoz:

[#) = $00..0000...00) + tpoo..01 [00...01) + ...+ 111 [11...11) (4.2)

.....

gének egynek kell lennie:

Wo.00 + Y001+ -+ P11 =1 4.3)

Ha néhany v,
kvantumallapot

a, amplitido nulla, azokat egyszertien kihagyhatjuk. Példaul az 6tqubites

L
V2

32 amplitidéval rendelkezik, amelybdl 30 nulla.

Mivel 2" amplitadé van, |i)-re gondolhatunk tgy is, mint egy 2" dimenziés vektorra. Mit
jelent geometriailag a 4.3. egyenlet? Egy qubit esetén a 2.1.2. alfejezet-ben lattuk, hogy az
dllapotok az egységkor pontjainak felelnek meg, azaz egységnyi hosszisagu kétdimenzids
vektoroknak. A Pitagorasz-tétel szerint barmely dimenziéban igaz, hogy egy vektor dsszes
komponensének négyzetosszege a vektor hosszanak négyzete. Igy a 4.3. egyenlet geometriailag
aztjelenti, hogy |¢) egy egységnyi hossziisdgii vektornak vagy egységuektornak felel meg egy 2"
dimenzids térben.

Vegyiik észre, hogy az amplitiddk szama nagyon gyorsan nd a qubitek szamdaval. Ez
magyardzza, hogy miért valik gyorsan lehetetlenné a kvantumaéllapotok kdzvetlen tarolasa
klasszikus szamitégépen. Példaul egy n = 300 qubites kvantumallapot reprezentdldsahoz
tobb amplitiidora lenne sziikség, mint ahdny atom van a megfigyelhetd univerzumban! Emiatt nem
lehet 10-nél tobb qubited a QUIRKY-ben, mert nem szeretnénk, ha a bongész6d kifogyna a
memoridbol!

(100000) + [11111))

Ahogy a 3.33. egyenlet-ben, a tenzorszorzatot ,®” haszndlhatjuk tetsz6leges szdmu qu-
bit kvantumaéllapotainak kombindlasdra. Ha két bazisdllapotunk van, a tenzorszorzatukat
egyszerlien a bitsorozatok Osszeftizésével definidljuk. A 3.32. egyenlet-beli kétqubites eset
altalanositédsa:

|ﬂ1,...,ﬂn>® |b1,...,bm> = |ﬂ1,...,ﬂn,b1,...,bm>. (44)

74



Példaul,
1101) ® |01) = |10101) .

Altaléban, ha |a) egy tetsz6leges n qubites kvantumallapot és |B) egy tetsz&leges m qubites
kvantumaéllapot, akkor a tenzorszorzatuk vagy kombindlt dllapotuk egy n + m qubites dllapot.
Ennek az allapotnak a kiszdmitasahoz egyszertien "szorzunk" a disztributiv térvény hasznalata-
val, majd minden tagra alkalmazzuk a 4.4. egyenlet-t. Példaul két maximalisan 6sszefonddott
allapot tenzorszorzata a kdvetkezd:

ot @ [0F)
1 1 1 1
= (500 + 5 e (100 + J5m)

1 1 1 1
=———100 ———100
\/E\/§| ﬁﬁ'

1 1 1 1
=5 |0000) + 5 10011) + 5 |1100) + 5 11111).

1

1 11
) ®100) + ) ®]11) + \@EHD@)’OOHEE“D@'H)

4.1. Gyakorl6 feladat: Bell-allapotok tenzorszorzata

Szémitsd ki a 3.53. és 3.55. egyenletek-ben szerepl6 két Bell-allapot |®~) ® |¥ ™) tenzorszor-
zatat.

4.1.2. Miiveletek

Milyen kvantummfiveleteket tudunk végrehajtani, ha tobb qubitiink van? Egyrészt alkalmaz-
hatjuk barmelyik egy- vagy kétqubites mfiveletet, amelyeket a 2. és 3. alfejezetek fejezetekben
targyaltunk, a tobbqubites allapot barmely vélasztott qubitjére. Ez a 3.2.2. alfejezet fejezetben
leirtak szerint m{ikodik.

Példaul, ha U egy egyqubites mfivelet, azaz egy forgatas vagy tiikrozés, akkor definidlha-
tunk egy kvantumm(tiveletet, amelyet Uj-gyel jeldliink, és amely az U mfiveletet alkalmazza
egy n-qubites allapot els6 qubitjére. Ezt a kovetkez6képpen definidljuk a bazisallapotokra:

Uplay,...,an) =Ul|m) @ |ag, ..., a,) .

Vegytik észre, hogy a tenzorszorzat kombindlja az U |a1) egyqubites éllapotot az (n — 1)-
qubites |ay, ..., a,) baziséllapottal, hogy egy n qubites dllapotot hozzon létre, ahogy szeretnénk.
Ahogy szokés, az U; miiveletet linedrisan kiterjesztjiik az dltalanos n qubites kvantumallapotok-
ra. Hasonloképpen definidljuk a Uy, U3, stb. kvantumm{iveleteket, amelyek az U mfiveletet a
masodik, harmadik, stb. qubiten alkalmazzdk.

4.2. Gyakorl6 feladat: Egyqubites miivelet alkalmazasa

Szamitsd ki, mi lesz az eredménye, ha a Hadamard-m{veletet alkalmazzuk a |[®") ® |1)
héromqubites éllapot méasodik qubitjére. Més széval, szamitsd kia Hy (|P1) ® |1)) kifejezés
eredményét. Az eredményt ird fel a 4.1. egyenlet alakjaban.

Hasonl6képpen kitalalhatjuk, hogyan lehet egy kétqubites mtiveletet alkalmazni n qubitb&l
kivalasztott két qubitre. F6leg a vezérelt-NOT mfiveletekkel fogunk foglalkozni: a CNOT}_y;
miivelet, ahol k # [, az I-edik qubitet (a célqubitet) billenti 4t a k-adik qubit (a vezérl6qubit)
értékétol fliggden. Matematikailag a bazisallapotokon valé hatdsa a kovetkezo:

CNOTy . |a1, ... a1, ..., an) = |a1,..., a1 D ax,...,an),
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és ezt az elGirast linedrisan kiterjesztjiik tetsz6leges n-qubites dllapotokra. Példdul a CNOT_,3
vezérelt-NOT mtivelet a kovetkez6képpen van definidlva négyqubites bazisallapotokra:

CNOT13 |a1, a2, a3, a4) = |a1, a2, a3 © a1, a4) -
Hogy néz ki mindez QUIRKY-ben? Lépjlink at a
https://www.quantum-quest.org/quirky

oldalra, és kattintsunk a , Quest 4” gombra, hogy megtudjuk. A bongész6d nagyjabol ugy fog

kinézni, mint a 4.1. 4bra.

@ quantum-quest.nl

The Quirky Quantum Simulator
y QuSoft
Quest 4: Quantum composer
Share Make U(6)
>< Operations Displays My Operations
2 [®|#[ ]
o
,9 Z|H
Qubit2: 10
Qubit1: 10

This is Quirky Version 0.3.0. Quirky is based on Craig Gidney's awesome quantum circuit simulator Quirk.

4.1. dbra. QUIRKY a 4. kiildetéshez.

Varj csak, dgy tlinik, mintha QUIRKY pontosan ugyandgy nézne ki, mint mult héten!?
Azonban amint felveszel egy miiveletet a toolboxbdl, egy 1j vezeték jelenik meg alul — lehetévé
téve, hogy egy tovabbi qubiten dolgozz. (Persze korlatoztuk a qubiteknek a szdmat egy ésszer(i
szamra, amit a klasszikus szamitégéped még boldogan tud szimulalni!) Miért nem probélod ki
most, és hozol létre egy CNOT;_,3 mtiveletet, ahogy a kovetkez képen lathat6?

. s (M
Qubits: |0 —5

Qubit2: |0

Qubit1:  |0) —e

Amikor a kvantummd{iveletek kiilonb6z6 qubiteken hatnak, parhuzamosan is végrehajthat-
juk 6ket. Ahogy a 3.2.3. ben is, erre a célra tGjra felhasznaljuk a tenzorszorzat szimboélumot. Ha U
egy n qubiten végrehajtott kvantummdtivelet, és V egy m qubiten végrehajtott kvantummdivelet,
akkor definidlhatunk egy U ® V kvantummdtiveletet (n + m) qubiten, ami mindkét miivelet
parhuzamos végrehajtasdnak felel meg. Bazisallapotokon ez igy néz ki:

(LI®V) |ﬂ1,...,ﬂn,b1,...,bm> = U|(11,...,ﬂn>®V|b1,...,bm>, (45)
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és ezt linedrisan kiterjesztjiik tetsz6leges allapotokra. A 4.5. egyenletbdl kdvetkezik, hogy
UaV)(|) @) =Ulx)2VIp),

de ez csak akkor igaz, ha |«) egy n-qubites allapot és |B) egy m-qubites dllapot! A kovetkezs
feladatban a két tenzorszorzat szimboélum nem ilyen médon van elrendezve, igy nem haszndlhatod
ezt a szabalyt!

4.3. Gyakorl6 feladat: Nem illeszked6 tenzorszorzatok

Vizsgéld meg a kovetkez6 hdromqubites allapotot: (CNOT,_,1 ® I)(]0) @ [®)).

1. Hogyan tudod felépiteni ezt az 4llapotot QUIRKYsegitségével? Ird fel az allapotot a
4.1. egyenlet alakjdban.

A tenzorszorzatot tobbszor is hasznélhatjuk, hogy fokozatosan egyre nagyobb kvantummf-
veleteket épitsiink fel. Ime hdrom példa kiilonboz6 szamt qubitekre:

1. I®I® U ® I ugyanaz a négyqubites mfivelet, mint Uz,
2. I® CNOT12 ® I ® I az 6t qubiten végrehajtott CNOT,_,3 vezérelt-NOT miivelet,
3. Z®1® X az a kvantummdtivelet, amely Z-t alkalmaz az els6 qubiten, és parhuzamosan

X-et a harmadik qubiten (ezt irhatjuk gy is, hogy Z1X3 vagy X3Z;).

4.1.3. A legaltaldinosabb kvantummiiveletek

Mik a legaltalanosabb miiveletek, amiket n qubites kvantumallapotokon alkalmazhatunk?
Val6jdban barmely mfivelet, amely a kovetkezé hdrom tulajdonsaggal rendelkezik:

1. linedris,
2. kvantumaéllapotokat kvantumallapotokba képez le,
3. invertdlhato

érvényes kvantummfivelet!

4.4. Gyakorl6 feladat: Toffoli

Definialjuk a Toffoli-mftiveletet harom qubiten a kovetkez6képpen:
Tl|a,b,c) = |a,b,c @ ab)

a bazisallapotokon (ab az a,b € {0,1} két bit szorzata, és az & miiveletet a 3.20. ben
definidltuk), és terjessziik ki linedrisan tetsz6leges haromqubites allapotokra. Mutasd meg,
hogy T kvantumaéllapotokat kvantumallapotokba képez le, és hogy T invertalhato.

Megjegyzés: T csak akkor forditja meg a bazisvektor harmadik bitjét, ha az els6 két bit
értéke egy — tehdt ez egy fajta "kétszeresen vezérelt" NOT mfivelet.

A 4.4. gyakorl6 feladat megmutatja, hogy a Toffoli-mfivelet egy érvényes haromqubites
kvantummiivelet. Erdekes médon lehetséges T-t egy- és kétqubites mtiveletek sorozataként
felirni. Val6jdban ez bdrmely n qubites kvantummdfiveletre lehetséges — de ezt nem fogjuk
targyalni ebben a kurzusban, mivel tapasztalt kvantumkomponistdnak kell lenni ahhoz, hogy
megértsiik, hogyan lehet ezt megtenni!
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4.1.4. Aramkori azonossagok

Amikor egy nagyon bonyolult kvantumaramkorrel dolgozol, j6 ismerni néhéany triikkot az
egyszerfisitéshez. Az ilyen triikkkok nemcsak megkonnyithetik annak megértését, hogy mit
csindl az d&ramkor, hanem hatékonyabbd és igy gyorsabban végrehajthatovd is teszik a kvantum-
szamitoégépen. Nézziink meg néhdny egyszer(i példat ilyen triikkkokre, amelyek csak egyetlen
qubitet érintenek.

Emlékezz vissza a 2.4.3. b6l, hogy minden egyqubites miivelet vagy forgatds, vagy tiikrozés.
Hasznos ezeknek a mfiveleteknek a hatasat vizudlisan dbrazolni, felidézve a 2.1.2. b6l, hogy a
qubit allapotok egy kort alkotnak. Egy azonnali megfigyelés, amit tehetsz, hogy ha barmely
rogzitett tiikrozést kétszer alkalmazol ugyanazon a qubiten, akkor visszajutsz az eredeti alla-
potba. Valéban, ez vizudlisan is egyértelmfi, mivel ugyanazon tengely kortili kétszeri tiikrozés
mindent visszadllit eredeti dllapotdba (példdul ezt lathatod a 2.4. ban a NOT mtivelet esetén).
Ez kiilonosen igaz a Hadamard-mftiveletre H, amelyrdl tudjuk, hogy tiikrozés a 2.21. egyenlet
miatt. Ellendrizziik ezt a geometriai intuiciét egy kis szamitassal, és nézziik meg azt is, hogy a
Hadamard-kapu hogyan teszi lehet6vé a NOT és Z kapuk kozotti atalakitast.

4.5. Gyakorl6 feladat: Z és NOT

Emlékezz vissza a 2.20. bol, hogy a Hadamard-kapu H a kovetkez6képpen miikodik:
1
V2

1
V2

1. Ellendrizd, hogy H ismételt alkalmazdasa visszajuttat |0) és |1) allapotokba. Azaz,
ellendrizd, hogy

H|0) = —=(|0) + 1)) = [+),  HI) = —2=(0)-[1)) =|-).

Hl+)=10), H[=)=[1).

2. Ellen6rizd, hogy H Z H = NOT, ahol Z a 2.12. ben van definialva.

3. Ellen6rizd, hogy HNOTH = Z.

Egy masik érdekes kérdés, hogy mi torténik, ha két tetsz6leges forgatdst vagy tiikrozést
alkalmazunk egymas utan? Tudjuk, hogy az eredménynek ismét vagy forgatasnak, vagy
tiikrozésnek kell lennie. De melyik az, és mi az 6 szog? Két egymadst kovets forgatds egyszertien
ugyanaz, mint egyetlen forgatas a két szog osszegével, azaz U (@)U (1) = U(p1 + ¢2). A
kovetkez6 feladat egy szabdlyt ad arra, hogyan lehet két egymadst kovet6 tiikrozést egyetlen
forgatdssd egyszer{isiteni.

4.6. Gyakorl6 feladat: Tiikrozések és forgatdsok (opcionalis)

Igazold, hogy két tiikrozés szorzata egy forgatds. Azaz mutasd meg, hogy
V(62)V(61) =U(6),

valamely 6 szogre. Ki tudod fejezni a 6 szoget 6, és 0, fliggvényében?

Otlet: Hasznald a 2.19. t és azt, hogy U (g2)U (1) = U(@1 + @2).

A fennmarad¢ két esetet, amelyek egy forgatast és egy tiikrozést tartalmaznak, magad is
kidolgozhatod, és ellendrizheted, hogy mindketts egy V(6) tiikrozést eredményez valamilyen
6 szogre.
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4.1.5. Minden qubit mérése

Miutén befejeztiik a qubitjeinket atalakité mtiveletek alkalmazasét, szeretnénk valamilyen
informéciét kinyerni. Ahogy kordbban is, ennek egyetlen médja a qubitek mérése.

Mik a szabdlyok egy n qubites kvantumallapot méréséhez? Ha mind az n qubitet meg-
mérjiik, akkor eredményként n bitet kapunk, azaz egy a; . ..a, bitsorozatot. Mint korabban,
barmely konkrét 4, . .. a, kimenet valdszintisége a négyzetgyokos amplitado:

Py = Vo o (4.6)

A QUIRKY-ben minden qubitet megmérhetiink, mint kordbban, minden qubithez egy mérési
dobozt adva. A mérési eredmények val6szintiségeinek megtekintéséhez hozzdadhatunk egy
val6szintiség kijelz6t - de tigyelniink kell arra, hogy megfeleléen atméretezziik, hogy minden
vezetékre vonatkozzon. Prébald meg reprodukalni a kovetkezé példat:

: ) fan | s8e
Qubit3: [0 DHAH.
Qubitz:  [0) an A
Qubit1: |00+ H kaﬂ

A QUIRKY mfiveletek ezen sorozata eldallitja a

50.0

1 1
7 1000) + - 111) 4.7)

allapotot és megméri mind a hdrom qubitet. Latod, hogyan mtikodik ez?

4.1.6. Csak néhdny qubit mérése

Természetesen mérhetiink csak egy részhalmazat is a qubiteknek. (Ezt mult héten nem is
targyaltuk két qubit esetén, mivel mar igy is sok mindenrdl beszéltiink.) Példaul tegyiik fel,
hogy van egy haromqubites kvantumallapotod |¢), mint a 4.1. egyenlet-ban, de ahelyett, hogy
mind a harom qubitet mérnéd, csak az els6 qubitet méred. Mi a valészinfisége p, annak,
hogy aza € {0,1} eredményt kapjuk? Ez egyszertien az dsszes olyan valoszintiség dsszege a
4.6. egyenlet-bol, amely egy a-val kezd6d6 sztringnek felel meg;:

Pa = Pa00 + Yoor + Piro + Your- (4.8)

\}g 1000) + \/§|010> 4 \/§|111>

allapot els6 qubitjét mérjiik, akkor 3/8 = 1/8 + 2/8 valoészintiséggel kapjuk a 0 eredményt.

Egyedi qubiteket mérhetiink a QUIRKY-ben egyszerlien gy, hogy csak egy mérést adunk
hozza ahhoz a vezetékhez, amely érdekel minket. A mérési eredmények valészintiségének
megtekintéséhez hlizz egy valdszintiség kijelz6t az dramkorre. Miért nem probélod ki most
rogton? Péld4dul a kovetkez6 miiveletek sorozata el6éllitja a 4.7. egyenlet-ben 1év6 allapotot és
csak az els6 qubitet méri:

Példéul, ha az

: ) I
Qubit3:  |0) an
Qubit2: |0 N
Qubit 1: 0y H I fﬂ= 500

50.0

4.9)
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Val6ban, a 4.8. egyenlet szerint egyenld val6szin(iséggel kell kapnunk 0-t és 1-et.

Miutdn megmérted az els qubitet és valamilyen a € {0,1} eredményt kaptal, mi a masodik
és harmadik qubit kvantumallapota? Kovetve ugyanazt az eljrdst, mint a valészin{iségi
biteknél a 3.1.3. alfejezet-ben, el6szor Gsszegyfijtjiik |iP) Osszes olyan tagjat, ahol az els6 qubit
abban az 4llapotban van, ami megfelel az érdekelt eredménynek:

Paoo \aOO) + Pa01 |ﬂ01> + Pa10 |6110> + Pa11 \all) .
Ezutédn elhagyjuk az els6 qubitet mind a négy tagban, mivel azt mar megmértiik:

Pa00 [00) 4 Pa01 |01) + a1 |10) + a1 [11) .

Végiil normalizédljuk ezt, hogy érvényes kétqubites allapotot kapjunk. Ehhez olyan c szamot
keresiink, hogy ¥ |00) 4 ¥ |01) + ¥20 |10 4 #11|11) egy qubit allapot legyen, azaz

(%00>2+ <¢a01)2+ (‘Palo>2+ <4’”11>2 —1.
c c ¢ ¢

Az éltalanos el6jel nem fontos, igy egyszertien hasznalhatjuk a

c= \/1/’500 + 91 + W0 + ¥

értéket, ami a 4.8. egyenlet-ben 1év§ valoszintiség négyzetgyoke.
Osszefoglalva, ha egy haromqubites allapot elsé qubitjét méred mint a 4.1. egyenlet-ban,
akkor az a € {0,1} eredményt kapod

Pa = Y00 + Yo + o + P (4.10)
valdszintiséggel, és a maradék két qubit eredményiil kapott |,) kétqubites allapota

) = P00 100) + ta01 [01) + a0 [10) + Para [11) 411)

\/l/)goo + o1 + Yoo + ¥in

Mit jelent ez a (4.9) helyzetben, ahol elgallitjuk a % |000) + % |111) dllapotot, majd meg-
mérjiik az els6 qubitet? Ha a mérési eredmény 0 (ami 1/2 valészintiséggel torténik), a maradék
két qubit allapota

L jo0)
1

2

= |00).

Ha viszont az eredmény 1, akkor hasonl6an a maradék qubitek éllapota |11).

Mivel egy qubit mérése sok koziil elég triikkos lehet, beszéljiink egy masik modszerrdl is
ennek elvégzésére. Vegyiink ismét egy altaldnos haromqubites |¢) dllapotot, minta 4.1. egyenlet-
ban, és tegyiik fel, hogy az elsé qubitet akarjuk mérni. Atirhatjuk a |¢) kifejezésében szerepls
nyolc tagot a kovetkez&képpen:

$o00 [00) + too1 [01) + tpo10 [10) + tpo11 [11)
VPo

¥100 [00) + 9101 [01) + 9110 [10) + 9111 [11)
VP1

[¥) = v/Pol0) ®
(4.12)

+ /p1]1) ®
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Ezt most atirhatjuk igy:

¥) = VPol0) @ [po) + V/pr1) @ i), (4.13)

ahol a p,-k val6szintiségek (nevezetesen a 4.10. egyenlet-bol szarmazok), és a |if,)-k kvantumal-
lapotok (a 4.11. egyenlet-bdl szdrmazo6 kétqubites dllapotok).

Valgjaban, ha sikertil a kvantumaéllapotodat a 4.13. egyenlet formédjaba irni, akkor egyszertien
leolvashatod a mérési eredmények valdszinfiségeit, és azt is lathatod, hogy mi lesz a maradék
két qubit dllapota a mérés utdn. Példaul,

1 1 1 1

ﬁ\000>+ ﬂ|111> ﬂ|0 ﬁ'l
Ez megerdsiti, hogy a folyamatosan hasznalt példankban (4.9), mindkét eredmény 1/2 valo-
szintiséggel kovetkezik be, és a maradék qubitek dllapota vagy |00), vagy |11), az eredmény-
tol fiiggben. Ez a mdédszer, hogy el8szor csoportositjuk a tagokat, majd normalizaljuk Sket,
meglehetdsen intuitiv és dltaldban nagyon hasznos. Azonban amikor ezt haszndlod, nagyon
6vatosnak kell lenned, nehogy elfelejtsd helyesen normalizalni az 4llapotokat! Azaz, barmilyen
\/Pa konstansokat hizol ki a két bazisallapot elé a 4.12. és 4.13. egyenletek-ben, azoknak ki
kell elégitenitik a pg + p1 = 1 feltételt, és a maradék qubiteken 1évE |ip) és |¢1) allapotoknak
megfeleléen normalizdltnak kell lennitik, lasd 4.3. egyenlet.

Teljesen hasonléan jarhatunk el, ha haromnal tobb qubitiink van, vagy ha az elsd helyett
egy masik qubitet akarunk mérni, vagy ha egynél tobb qubitet akarunk mérni! Péld4ul te-
gytk fel, hogy az els6 két qubitet akarjuk mérni egy &ltaldnos haromqubites |¢) dllapotbdl a
4.1. egyenlet-bol. Ekkor a mérési eredmény két bitb6l all, a-bol és b-bdl, amelyek a kovetkezd
val6szintiségekkel fordulnak el6:

) ® [00) + Y@ [11),

Pap = Popo + Pops (4.14)

és a mérés utdn megmarado qubit dllapota

_ wﬂbo ’0> + lpﬂbl ‘1> (415)

|l/)a,b> .
VW0 T Yo

4.7. Gyakorl6 feladat: Kett6 a harombél

Mik az eredmények valdszintiségei, ha a 4.7. egyenlet-ben szerepl haromqubites dllapot
els6 két qubitjét méred? Hasznald a QUIRKY-t az eredményed meger@sitéséhez.

Ha néhény qubitet mériink, de nem mindet, gyakran akarjuk hasznédlni a mérési eredmé-
nyeket annak meghatédrozasara, hogy egy mfiiveletet alkalmazni kell-e a maradék qubitekre
vagy sem. Példaul tegyiik fel, hogy a (4.9) helyzetben vissza akarod allitani a maradék két
qubitet |00) dllapotba. Ha a mérési eredmény nulla, nincs sziikség semmilyen mfiveletre.
De ha a mérési eredmény egy, akkor tudjuk, hogy a két maradék qubit |11) allapotban van,
és vissza szeretnénk éllitani 6ket |00) allapotba. Ezt megtehetjiik igy, hogy mindegyikiikre
NOT mdfiveletet alkalmazunk. Azonban honnan tudjuk, hogy valéban alkalmaznunk kell-e
ezt a mtiveletet, hiszen ez az els6 qubit kordbbi mérési eredményétél fiigg. Ezért csak akkor
szeretnénk alkalmazni, amikor a mérési eredmény 1. Mds széval, egy vezérelt NOT kaput
szeretnénk alkalmazni, ahol a kontroll most egy klasszikus bit (a mérés eredménye), de a cél
még mindig kvantum.

A QUIRKY-ben ezt tgy valésithatjuk meg, ahogy varndd, nevezetesen egy klasszikus bitet
hasznélva kontrollként és egy qubitet célként, mint a kovetkez6 példdban:
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100.0%

Qubit 3: 10>

N
G
JanY
1/

A
Qubit2: |0 an I AR —
Qubit1: |0 —{ H kaﬂ=sc j o

Itt, miutdn az elsd qubitet megmértiik, két tovabbi vezérelt NOT miiveletet alkalmazunk,
amelyeket a mérési eredmény vezérel, majd megmérjiik a maradék két qubitet. A kép mutatja,
hogy valéban sikeresen visszaallitottuk a két qubitet, mivel mérésiik 100% valdszintiséggel
[00]-t eredményez.

Ha akarnank, lefrhatnank ezeket a mtiveleteket "hibrid" allapotok segitségével, amelyek egy
bitbdl és két qubitbdl allnak, példdul,

CNOT;_2[a) @ |b,c) = [a] @ la® b, c),

de itt nem lesz sziikségiink erre a formalizmusra.

4.2. Kvantum meglepetések

Most néhdny érdekes jelenséget fogunk megvitatni, amelyek akkor meriilnek fel, amikor kvan-
tumbitekkel foglalkozunk. A kévetkez6 szakaszok nagyrészt egymadstol fiiggetleniil olvashatok,
igy nyugodtan kezdd azzal, amelyik a legérdekesebbnek tlinik szdmodra.

4.2.1. Nincs klénozéas

Amikor klasszikus bittink van, konnyti mdsolni vagy klénozni - egyszerien megnézziik és
lemadsoljuk, amit ldtunk:

Klénozhatunk-e kvantumbiteket is?
Tegyiik fel egy pillanatra, hogy ez lehetséges. Ez azt jelentené, hogy 1étezik egy C kvantum-
miivelet, amely barmely |¢) dllapotu qubit és egy friss |0) allapott qubit esetén igy miikodik:

Clly) @10)) = [¢) @ [) (4.16)

hogy egyetlen példdnybol két példanyt éllitson el6 |)-bSl. (Miért adjuk meg a friss qubitet?
Azért, hogy C-nek ugyanannyi bemeneti qubitje legyen, mint kimeneti.)
Példaul a kl6nozé a kovetkezbképpen miikddne a baziséllapotokon:

C |00) = |00),
(4.17)
C|10) = [11).
Ahogy konnyen klénozhatunk egy klasszikus bitet, ugyantigy konny olyan kvantummfiveletet
talalni, amely klénozza a bazisallapotokat. Példdul a CNOT;_,; vezérelt NOT miivelet a
3.46. egyenlet-bol elvégzi ezt a feladatot.
De létezik-e olyan kvantummd{ivelet, amely tetsz6leges ismeretlen qubit dllapotot tud klo-
nozni, nem csak bazisallapotot? A kovetkez6 hazi feladatban meg fogod mutatni, hogy ez nem
lehetséges.
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4.1. Hazi feladat: Nincs kl6nozés

Ebben a hazi feladatban be akarjuk bizonyitani, hogy nem létezik olyan C kvantummdivelet,
amely kielégiti a 4.16. egyenlet-t. Egy triikkot fogunk hasznalni, amit ellentmonddsos bizo-
nyitdsnak hivunk. Ez azt jelenti, hogy megmutatjuk, ha létezne ilyen C klénoz6 mfivelet,
akkor ez olyasmit implikdlna, amirdl tudjuk, hogy helytelen (pl. ,,0 = 1”). Ebbé&l arra
kovetkeztethetiink, hogy ilyen C nem létezhet.

Kezdjiik tehét azzal a feltételezéssel, hogy létezik egy C kvantummfivelet, amely kielégiti a
4.16. egyenlet-t. Most kétféleképpen szamithatod ki C(|+) ® |0))-t:

1. El6szor hasznéld a 4.16. egyenlet-t, majd ird az eredményt a 3.30. egyenlet forméajaban.

2. El8szor fejtsd ki |[+) ® |0)-t a 3.30. egyenlet formdjdban, majd hasznéld fel, hogy C
linedris, és végiil alkalmazd a 4.16. egyenlet-t.

Ugyanazt az eredményt kapod mindkét esetben? Ha nem, milyen kovetkeztetést vonhatsz
le ebbdl1?

Ezt a hires eredményt nem-klénozasi tételként ismerjitk. Ugyanez a kovetkeztetés (és
valoszintileg az az érv is, amit a 4.1. hazi feladat-ben adtal) a valészinfiségi bitekre is vonatko-
zik! Tme egy intuitiv magyardzat arra, hogy miért nem masolhatunk sem valdszintiségi, sem
kvantuminforméciét. Ha ez lehetséges lenne, akkor egy ismeretlen p dllapota valészintiségi
bit vagy egy ismeretlen |¢) dllapota qubit esetén el6szor tetszbleges szamd mdsolatot készit-
hetnénk p-r6l és |¢)-r6l. Ezeket a masolatokat aztan kiilonb6z6 médokon mérhetnénk, és a
kapott adatokat felhaszndlhatndnk p valészintiségeinek vagy |¢) amplitidoinak tetszbleges
pontossdgt becslésére (ahogy azt a 2.5.1. alfejezet-ben tettiik a sdrga rejtélyes doboz belsé miiko-
désének kideritéséhez). gy egyetlen valészintiségi vagy kvantumbitbdl tetszSleges mennyiségfi
informéciét nyerhetnénk ki. Ez nyilvdnvaléan nem lehet lehetséges!

Val6ban, ha ez lehetséges lenne, akkor egy nagyon furcsa vildgban élnénk (sokkal furcsdbban,
mint amit a kvantummechanika leir)! Képzelj el példdul egy érmét, amelynek a fej valdszinfisége
p = 0,1011010010. . ., ahol a bindris szamjegyek a Wikipedia teljes tartalmat, valamint az 6sszes
YouTube-videét és az interneten talalhat6 dsszes macskas képet kodoljak. Ha a valészinfiségi
bitek klénozésa lehetséges lenne, egyszer feldobhatndm ezt az érmét, és leirhatnam, milyen
eredményt kaptam. Ez egy val6szin{iségi informéaci6 bit, amely p valészin{iséggel egyenl6 0-val.
Ha ezt a valdszintiségi bitet elkiilldom neked, és te képes vagy klénozni, akkor annyi mésolatot
készithetsz réla, amennyit csak akarsz, majd mindet megmérheted. A mérési eredmények
megtekintésével és a kapott nullak szdmoldsaval becsiilhetnéd a p valészinfiséget. Val6jaban
az eredeti bit elegend6 szdmt mdsolatdnak el6allitasdval tetsz6legesen jol becsiilhetnéd ezt a
valészintiséget! Kiilonosen képes lennél p barmely bindris szdmjegyét kinyerni, és igy a p-ben
kédolt 6sszes informadciot is, beleértve a 65535-6s szdmud macskds képet!

Ennek nyilvanvaléan lehetetlennek kell lennie, mivel kiilonben nem lenne sziikségiink
USB-meghajtokra, adatkdozpontokra vagy mobiltelefon-adatkapcsolat fizetésére - egyszertien
tarolhatnank minden informdciénkat egyetlen valészintiségi bitben, és ezt a bitet elkiildve
masnak tovabbithatnank az 0sszes informaciét! Ez bizonyosan til szép ahhoz, hogy igaz
legyen...

4.2.2. Egyszeri kulcsu titkositds

Miel6tt a kvantumallapotok teleportélasarol beszélnénk, hasznos el6szor megérteni egy egysze-
r(ibb eljarast a valdszinfiségi bitekre, amit egyszeri kulcst titkositasnak neveziink. Ez az eljaras
lehet6vé teszi Aliz szdmadra, hogy titkositson egy iizenetet és elkiildje Botinak tgy, hogy csak
Boti érthesse meg az {izenet tartalmat. Azaz, ha barki mas elfognd az tizenetet (példaul osztaly-
tarsuk, Eva), fogalma sem lenne arrdl, hogy mi az igazi tizenet. Az a tény, hogy ez egyaltalan

83



lehetséges, kissé meglepd. Valéjdban milyen elénye van Botinak Evéval szemben, hogy képes
helyesen dekédolni Aliz {izenetét, mig Evanak abszoltt fogalma sincs annak tartalméar6l?

A triikk az, hogy Aliz és Boti el6szor talalkozik egy kdvézoban. Vegyenek két érmét,
ragasszak 0ssze Oket rdgégumival, dobjak fel az igy kapott "dupla érmét", majd valasszdk szét
Ujra a két érmét. Aliz és Boti mindketten elveszik az egyik feldobott érmét. Most osztoznak egy
pér véletlen biten, amelyet a (3.5)-b6l szdrmaz¢ allapot ir le, nevezetesen

1
r = 5(00) + [11]).

Gondolhatsz erre gy, mint egy megosztott titokra! Rdadédsul csak Aliz és Boti tudja, mi ez
a titok - hogy megtudjdk, egyszertien megnézhetik a sajat érméjiiket (tehat megmérik Sket).
Mindketten ugyanazt az oldalt fogjak latni, és mindkét oldal 1/2 valészintiséggel fordul el6. Ez
egy nagyon jo titok, mivel Eva nem tudja jobban megjésolni, mint vaktéban tippelni!

Most nézziik meg, hogyan tudjik Aliz és Boti ezt kihasznalni. Tegytiik fel, hogy Aliznak
van egy titkos tizenete m € {0,1}, amit el akar kiildeni Botinak. Az dsszes bitjiik dllapotat a
kovetkezd allapot irja le:

ml@r= %([mOO] + [m11]), (4.18)

ahol az els6 két bit (m és r els6 fele) Alizé, a harmadik bit (r masodik fele) pedig Botié.
Az lizenet elkiildéséhez Aliznak meg kell néznie a megosztott véletlen bit r sajat felét, és

1. ha 0-t 14t, akkor elkiildi m-et Botinak valtozatlanul,
2. ha 1-et lat, akkor NOT(m)-et kiildi el Botinak.

Képzeljiik el, hogy Eva elfogja ezt az tizenetet. Mit 1at? m értékétdl fiiggetlentil 1/2 valészind-
séggel 0-t és 1/2 valdszintiséggel 1-et fog latni. Ez azért van, mert Aliz 1/2 valészintiséggel
invertalja m-et, ami hatékonyan randomizalja m-et tigy, hogy Eva egyenletesen véletlenszerti
bitként latja.

De mi a helyzet Botival? Az 6 szdmdara nem t{inik egyenletesen véletlenszertinek Aliz
tizenete? Szerencsére Botinak megvan a megosztott véletlen bit masik fele. Bar eredetileg Aliz
tizenete szdmadra is véletlenszertinek tiinik, dekédolhatja azt pontosan ugyanazzal az eljarassal,
mint Aliz: megnézi a megosztott véletlen bit sajat felét, és

1. ha 0-t 14t, akkor Aliz tizenetét valtozatlanul veszi,

2. ha 1-et lat, akkor egy NOT miiveletet alkalmaz Aliz tizenetére.

Osszességében Aliz iizenete vagy valtozatlanul keriil tovébbitasra, vagy kétszer invertalodik,
ami azt jelenti, hogy Boti mindig helyesen érti meg. Azonban Fva szemszogébdl 1/2
valészintiséggel invertalodott, ami azt jelenti, hogy amit & lat, az egy egyenletesen véletlenszer(i
bit. Ez tehat egy tokéletesen biztonsdgos mddja annak, hogy Aliz és Boti kommunikéljon!

Ertsiik meg formélisabban, mi torténik itt. Amikor Aliz invertalja az els6 bitjét, ha a méasodik
bitje 1, ez ugyanaz, mintha CNOT,_,; mfiveletet alkalmazna a két bitjén. Ezutan Aliz elkiildi az
els6 bitet Botinak. Amikor Boti dekédolja Aliz {izenetét, amit tesz, az egy CNOTj3_,; mtivelet
alkalmazésa (amit megtehet, mivel a harmadik bit mellett most mér az els6 bit is ndla van). Az
eredménytil kapott allapot:

CNOT;_,; CNOT,_; ([m] @ 7).

Ezt a kovetkezoképpen értékelhetjiik ki:
1 1
CNOT3-,1 CNOT,4 E([m, 0,0] + [m,1,1]) = CNOT3,1 E([m, 0,0] + [NOT(m),1,1])

= 2(Im,0,0] + NOT(NOT(m)), 1,1]) = 5 (Im,0,0] + [m,1,1]) = [m] &
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Tehat az tizenetbit visszakeriil az eredeti dllapotdba, de most mar Botinal van.

A fenti egyszeri kulcst titkositasi protokoll érdekes aspektusa nemcsak az, hogy lehetévé
teszi Aliz szdmadra egy determinisztikus [m] tizenet elkiildését Botinak, hanem akar egy valo-
szintiségi tizenet kiildését is. A linearitdsbol kovetkezik, hogy ha Aliz tizenete ehelyett egy p
eloszlast valészintiségi bit, akkor a kezdeti allapot p ®@ r, és a végsd allapot ismét p ® r, ahol
ezuttal p Botinal van. Azonban Eva szemszogébél a tovabbitott {izenet tovébbra is egyenletesen
véletlenszeri. Ennek meglepd része az, hogy egy egyenletesen véletlenszerti bit kiildésével Aliz
képes titokban tovabbitani egy olyan valdszintiségi bitet, amelynek eloszlasaval talan maga
sincs tisztdban.

Ez az eljards nagyon hasonlit a kvantum teleportdciéhoz, ahol Aliz egy |¢) qubit dllapotot
tud tovabbitani Botinak két (egy helyett) egyenletesen véletlenszerti bit kiildésével. A teleporté-
ciéhoz egy megosztott maximalisan §sszefonédott |®T) dllapotot kell hasznélniuk a megosztott
véletlen bit  helyett. Mindkét esetben a megosztott er6forrast mérik és igy felhasznaljdk az
eljaras soran. Ezt a kovetkez6 szakaszban targyaljuk.

4.2.3. Kvantum teleportacié

Béar nem lehetséges kvantumbiteket klénozni, biztosan mozgathatunk kvantumbiteket egyik
helyr6l a masikra. Valéban, minden qubit valamilyen fizikai objektumban vagy részecskében
van tarolva, amely hordozza a qubitet. Példdul, ha Aliz a qubitjét egy foton polarizacidjaként
tarolja, egyszertien elkiildheti ezt a fotont Botinak. Ami azonban még meglep&bb, az az, hogy
egy kvantumbitet egyik helyr6l a mésikra lehet mozgatni véges szdmu klasszikus bit kiildésével
(valojédban két bit is elegendd). Azért megleps ez, mert egy édltalanos |ip(0)) qubit &llapotot egy
tetszbleges 6 szog hatdroz meg, lasd 2.5. egyenlet, ami 4ltaldban nem kédolhaté véges szdamu
bitben. E meglep6 tulajdonsdg miatt ezt az eljarast teleportaciéonak nevezziik. Hamarosan latni
fogjuk, hogy dsszefonddésra van sziikségiink ahhoz, hogy mtikodjon!

A teleportaci6 kiindulépontja a kovetkez6 forgatokonyv. Elképzeljiik, hogy Aliznak két
qubitje van, Botinak pedig egy. Aliz els6 qubitje az iizenetqubit, amelyet el akar kiildeni Botinak,
és ez valamilyen tetsz6leges |¢) dllapotban van - amelyet Aliz maga sem ismer feltétleniil! A
masodik qubitje és Boti qubitje egy maximalisan sszefonodott |®T) dllapotban vannak. Tehat
a hdrom qubit a kovetkez6 dllapotban van:

) @ |@F),

ahol az els6 két qubit Alizé, az utols6 qubit pedig Botié (emlékezz, hogy a 3.52. egyenlet-bol
tudjuk, hogy |®") egy kétqubites allapot). A kovetkezé QUIRKY aramkor mutatja, hogy ez
hogy néz ki abban az esetben, ha Aliz egy |i) = |1) = NOT |0) allapott qubitet akar kiildeni:

Bob 'Qublt:!: 0} N
Qubit 2: o)+ H j

Alice

. v (I
Qubit1: |00 —f5

Mi legyen a kdvetkez6 1épés? Végiil is a cél az, hogy Boti megkapja Aliz qubitjét - mivel nem
tudjuk klénozni a qubitet, ez azt jelenti, hogy Aliznak valamilyen miiveletet kell végrehajtania,
ami "megsemmisiti" a sajat qubitjét. Ennek j6 moédja egy mérés végrehajtdsa. De Aliz két
qubitjének egyszer{i mérése nem segit rajtuk, mivel tudjuk, hogy egyetlen mérésbél nem lehet
kovetkeztetni |) allapotara. Ez azt jelenti, hogy Aliznak el¢szor valamilyen kvantummtiveletet
kell alkalmaznia mindkét qubitjén, majd meg kell mérnie &ket. Kideriil, hogy szdmara a helyes
stratégia az, hogy ugyanazokat a mtiveleteket hajtsa végre, amelyeket a négy Bell-dllapot
megkiilonboztetésére hasznéltal a 3.13. gyakorl6 feladat-ben:
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Bob ' Qubit3: |0

y T
Qubit2: |00 H j

S ; AR
Alice
Qubit1: [0 —]5 H H AR

Vedd észre, hogy ebben a példdban Aliz négy mérési eredménye egyenként 25Itt egy masik pél-
da, amely annak a helyzetnek felel meg, amikor Aliz a |¢(0.42)) 4llapotot prébalja teleportélni:

R s

Bob 'Qublts: 0y N
Qubit2: 00— H j A AR

Qubit1:  |0) -u(0.42) H _0{=

Alice

R s

Ugy tiinik, hogy barmi is Aliz {izenetqubitjének allapota, a négy valészintiség mindig ugyanaz.
Ez mar biztatd, mivel azt jelenti, hogy a mérés egyaltaldn nem ad Aliznak informéciét az
tizenetqubitjér6l! Emlékezz, hogy azt akarjuk, hogy kezdeti |i) dllapota teljesen Botindl kosson
ki, ami azt jelenti, hogy Aliznak nem szabad semmilyen informéaciét kinyernie vagy megtartania
errdl az allapotrol.

Altaldnossagban, kozvetleniil Aliz mérései elétt az sllapot a kovetkezSképpen néz ki:
(HRI®I)(CNOT 2 @) ([p) @ |@T))

Figyeljiink, mert az utols6 két tenzorszorzat nincs egy vonalban (vo. 4.3. gyakorl6 feladat).
Tehat igy szamoljuk ki:

(HRI®1)(CNOT1_, ® 1) (|y) @ |@T))
1

(H®I®I) (CNOT;_, @ I) (1o |000) 4 4 [011) + 1y [100) + gy |111))

S-S

(H® I®I) (1o |000) 4 9o [011) + g1 |110) + 17 |101))

(1o |000) + o |100) + o |011) + po |111) + 11 |010) — ¢y |110) + 1y [001) — 3y |101))

— |00 o P10+ 1) ¥110) + o [1)
2 2

$010) — 91 |1) —110) + o 1)
+110) ® 5

N —

~~

+1]01) ®

+11) ®

Ez az altalanos éllapot kozvetlentil Aliz mérése el6tt. Kiszamithatjuk a mérési eredményeinek
valoszintiségét a 4.14. egyenlet-ben targyaltak szerint. Nevezetesen, az [ab] eredmény p,, , valo-
szintiségének kiszamitdsdhoz egyszertien dsszeadjuk a relevans |ab0) és |abl) bazisallapotok
négyzetezett amplitaddit. Minden esetben az egyik amplitadoé /2, a masik pedig +; /2, igy
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négyzetiik 6sszege mindig ugyanazt az eredményt adja:

2 2 2 2
- (8) (8] - 38

2 2
po1 = (1,21) +<l‘go> :%L’
(o)’ 1\ _
Pro= (2) +(2) B
AL
= () +(%) -

Minden eredmény 25Ez meger@siti, amit kordbban megfigyeltiink a QUIRKY-vel.

Aliz mérése utan az egyetlen megmaradt kvantumbit Boti qubitje. Jeloljiik az &llapotat
|¢’ 1 )-vel, mivel ez fligg Aliz mérési eredményétsl. Meghatarozhatjuk a 4.15. egyenlet segit-
ségével, vagy sokkal egyszertibben, a 4.13. egyenlet-ban 1év$ csoportositasi és normalizaldsi
modszerrel. Barhogy is, az eredmény az, hogy Boti qubitje a kdvetkezd négy éllapot egyikében
van:

7

B s

|Who) = ¥010) + 91 ]1),
|¥h1) = 1 (0) + 9o 1),
|¥io) = o |0) — 91 [1),
|901) = —1|0) + 9o [1).

Amikor [ab] = [00], Boti 4llapota pontosan megegyezik Aliz eredeti |¢) dllapotaval, amit
teleportalni akart:

|%00) = 19) -

A masik harom esetben Boti kvantumaéllapota kicsit 0sszekeveredett. Ha azonban Aliz elkiildi a
mérési eredményeit (azaz az a és b két bitet) Botinak, akkor 6 megfelel6 korrekciés miiveletet
alkalmazhat az allapota "helyreéllitdsara":

Z W’io> -
ZNOT |g11) = [¢)
Ez a négy eset a kovetkez6 egyszeri eljarasban foglalhat6 6ssze Boti szdmaéra:
1. nézd meg a b bitet, és ha b = 1, akkor alkalmazz NOT-ot,
2. nézd meg az a bitet, és ha a = 1, akkor alkalmazz Z-t.

Ezt megval6sithatjuk egy vezérelt NOT és egy vezérelt Z miivelettel, ahol a kontrollok klasszi-
kus bitek. A vezérelt Z miiveletet ugyantigy hozhatod létre, mint a kontrollalt NOT mfiveletet -
err6l a 3.2.4. alfejezet végén beszéltiink. Hj, ez elég sok munka volt!

Hogyan néz ki mindez a QUIRKY-ben? A végeredmény a kdvetkez6 kvantumaramkor:

Bob 'QubItS: 10y AR Az |

Qubit2: |00 H i AR
Alice i —
Quoitt: 0 ——— H —/7{=2' :'__ .
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Hozzdadtunk egy sziirke dobozt a relevans részhez - a teleportaciés aramkorhoz -, hogy
elvalasszuk az dramkor tobbi részétsl, amely a bemeneti dllapotokat hozza létre. Itt van egy
kép, amely csak a teleportaciés dramkort és a maximadlisan 6sszefonddott dllapot 1étrehozasat
mutatja, Aliz els6 qubitjének meghatarozasa nélkiil:

Bob 'Qublts: |0 Fan Az
Qubit2: |0y H i /ﬂL=
Alice
Qubit1: |0) ——— H —/7§=o=

Levéagtuk Aliz két klasszikus bitjének vezetékeit is, mivel ezek mér nem érdekesek, miutdn Aliz
elkiildte a két mérési eredményt Botinak. Eltavolitottuk a valdszinfiségi kijelz6t is, mivel ez
nem tényleges kvantummd{ivelet, hanem csak egy médszer az d&ramkor vizsgdlatara a QUIRKY-
ben. Igy van egy bemeneti qubit Aliz iizenetéhez, két qubit a maximélisan dsszefonédott
allapothoz, és egy kimeneti qubit Boti oldaldn. A teleportdci6 hatdsa egyszertien az, hogy egy
tetsz6leges |¢) dllapotot tovdbbit a bemeneti qubitrél Aliz oldaldrél a kimeneti qubitra Boti
oldaldn. Kulcsfontossagu, hogy a dobozon beliil csak klasszikus bitek kertilnek atvitelre Aliztol
Botihoz!

Gy6zo6djiink meg réla, hogy nem kovettiink el hibat. Mivel azt varjuk, hogy Boti qubitje
a |1) allapotba kertil a teleportacios eljaras utdn, hozzaadhatunk egy egyszerti mérést annak
tesztelésére, hogy ez valéban megtortént-e:

Bob 'Qublts: 0y RN a | z _/7{

Qubit2: |00 H j A /7§=

2
Alice z
Qubit1: 0 —5 H H AR .. *

L

=
100.0%

Py

Valéban, 100%-os valészintiséggel kapjuk az 1-es eredményt, ami megerd&siti, hogy sikeresen
teleportéltuk a |1) allapotot! Most, a |1) nem egy kiilonosen érdekes éllapot teleportaldsra. Mi
a helyzet a |+) allapottal, amely kordbban gondot okozott, amikor a klénozasroél beszéltiink?
A kovetkezd hazi feladatban elszor a |+) allapotra, majd tetsz6leges egyqubites allapotokra
fogod tesztelni a teleportdcids aramkort.

4.2. Hazi feladat: Teleportaci6 tesztelése

1. Miért igazolja a kovetkezd dramkor, hogy a |+) dllapot helyesen lett teleportélva?

Qubit 3: 10> AR T z U H “/7%'=mf.?=
Qubit2: |0y H /7§,=
Qubit1: |0 H H H AR

2. Hogyan tudndd hasonléan tesztelni, hogy egy |¢(6)) kvantumallapot helyesen lett-e
teleportalva?

A teleportéaciés dramkor meglehetsen figyelemreméltd. Lehet6vé teszi egy qubit kiildését
Aliztol Botinak mindossze két klasszikus bit dtvitelével, feltéve, hogy Aliz és Boti osztoznak egy
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maximaélisan 0sszefonédott dllapoton. Azonban nemcsak az alkalmazdsok szempontjabol hasz-
nos (néhdnyat aldbb targyalunk), hanem érdekes perspektivat ad a klasszikus és kvantumbitek
kozotti kiillonbségre is. Emlékezz, hogy a mult hét végén beszéltiink a szuperstiri kédolas-
r6l, amely lehet6vé tette két bit kiildését egyetlen qubit atvitelével, szintén egy maximaélisan
Osszefonddott dllapotot hasznédlva Aliz és Boti kozott. Ez azt mutatja, hogy:

Ha korldtlan mennyiségil kvantum dsszefonddds dll rendelkezésre,
két bit kiildése teljesen eqyenértékil eqy qubit kiildésével!

Fontos megjegyezni, hogy sem a teleportacid, sem a szuperstirti kddolas esetén nem tudjuk djra-
hasznélni a maximalisan dsszefonddott dllapotot az eljaras befejezése utan - ez az "lizemanyag",
amelyet mindkét eljaras elfogyaszt.

4.2.4. Egy pillantas a kvantumhalézatokra

A teleportaci6 ismételt alkalmazasaval kvantumbiteket kommunikalhatunk tdvoli csomépontok
kozott. Példaul tegyiik fel, hogy Aliz, a robotszamara és Boti a kovetkezd helyzetben vannak:

Aliz robotszamara <+—> Aliz +— Boti,

ahol minden ,,<+” nyil egy maximadlisan dsszefondédott dllapotot jelol. Azaz, hdrom szereplénk
egytittes dllapota a kovetkez6 négyqubites allapot:

[@7) @),

ahol a kozépsd két qubit Alizé - az els6 a robottal, a masodik Botival van ¢sszefonddva.

Figyeljiik meg, hogy a robotszamdr nincs kozvetleniil 6sszefondédva Botival! Ennek ellenére,
ha kvantumtizenetet kellene kiildenie Botinak, ezt meg lehetne tenni a teleportdciés eljaras
kétszeri futtatdsaval: el6szor teleportaljuk az iizenetet a robotszamartol Alizhoz (elfogyasztva
az els6 maximalisan 6sszefonddott 4llapotot), majd Aliztél Botihoz (elfogyasztva a megma-
radt maximaélisan dsszefonddott dllapotot). Ez hasonl6é ahhoz, ahogy példaul a mobiltelefon
csatlakozik egy kozeli bazisallomdshoz, amely aztdn "ismétli" vagy "tovabbitja" a jelet egy
masik mobiltelefon-toronyhoz (és igy tovabb). Bar kvantummechanikailag nem mdsolhatunk
egy qubitet a nem-klénozasi tétel miatt (14sd 4.1. hazi feladat), mégis teleportalhatjuk nagy
tavolsdgokra!

Az Osszefon6das nemcsak teleportdciora hasznos, hanem sok mas dologra is. Van-e méd
arra is, hogy teleportaciét hasznaljunk 6sszefonédas létrehozdsara Aliz robotszamara és Boti
kozott (amit aztan més célokra hasznalhatndnak)?

Intuitivan Ggy tlinik, Aliznak egyszertien csak teleportédlnia kell az els6 qubitjét (azt, amelyik
a robotszamarral van ¢sszefonddva) Botihoz. A QUIRKY-ben ez igy nézne ki:

Bob 'QubIM: 0) A i W )

Qubit3: |0) —— H i /ﬂj
Qubit2: |00 H 1— H HAA
Qubit 1: |0)

>

Alice

Itt el6szor 1étrehozzuk a két maximalisan dsszefonddott allapotot, majd alkalmazzuk ugyanazt
a teleportaciés dramkort, mint fent (sziirke doboz). Intuitivan azt remélhetjiik, hogy ez egy
maximalisan 0sszefonédott dllapotot eredményez a robotszamar és Boti kozott. A kovetkezd

s

hazi feladatban meger&sitheted, hogy ez valéban igy van.
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4.3. Hazi feladat: Osszefonédott qubit teleportalasa

Erésitsd meg a QUIRKY hasznélataval, hogy az &ramkor végén a szamdr qubitje és Boti
qubitje a |®*) maximélisan dsszefonddott dllapotban vannak.

Ugyanigy hasznélhatjuk a teleportaciot arra, hogy 0sszefonédést hozzunk létre egyre tavo-
labbi csomépontok kozott. Példaul tegyiik fel, hogy a kovetkezé helyzetben vagyunk:

Aliz robotszamara > Aliz Boti <+— Boti mékusrobotja.

Ha Aliz el6szor teleportalja az elsé qubitjét Botihoz, majd Boti ezt kdvetden teleportalja az elsé
qubitjét a moékusrobotjdhoz, ez egy maximélisan 0sszefonddott dllapotot eredményez a két
robot kozott. Reméljiik, hogy a robotok ezt az dsszefonddast csak jéindulati célokra hasznaljak!

A nagy tavolsagokon torténé osszefonddas létrehozdsa fontos funkcié lesz, amikor megpro-
baljuk dsszekapcsolni a kvantumszamitogépeket egy kis hdl6zatban, vagy merészen almodva,
egy jovébeli "kvantuminternetben". Tobben koziiliink mar keményen gondolkodnak azon,
hogyan lehet ezt a gyakorlatban megvalésitani, és hogyan lehet a nagy tavolsagut dsszefonédast
a legjobban felhaszndalni érdekes alkalmazdsokra.

4.2.5. A hatarozatlansagi elv

Az utolsé jelenséghez, amelyet meg szeretnénk targyalni, csak egyetlen qubitre lesz sziikségiink.
Emlékezziink vissza az egyetlen qubit mérésének szabdlyaira a 2.6. egyenlet-bdl, ahogy a
kovetkezé képen lathato:

A

Egy |) = 90 |0) + 91 |1) kvantumallapot esetén a két lehetséges kimenet valoszintiségei:

po=15  p1=9r. (4.19)

Melyek azok a determinisztikus dllapotok, amelyeknél biztosan az egyik kimenetet kapjuk?
Ezek olyan allapotok, ahol az egyik valdszintiség 100%, a mésik 0%. Mds szdval, olyan dllapotok,
ahol az egyik amplitid6 £1, a masik nulla. Egy esetleges altalanos eljeltdl eltekintve, amir6l
tudjuk a 2.7. gyakorl6 feladat-bdl, hogy lényegtelen, csak két ilyen allapot van:

0) = ((1)) 1) = (‘1)) (420)

azaz a bazisallapotok. Ezek az egyetlen dllapotok, amelyeknél tokéletesen megjosolhatjuk a
mérési eredményt, igy azt mondjuk, hogy nincs bizonytalansag a mérési eredményben.

Mi torténik, ha el6szor egy miiveletet hajtunk végre a qubiten, majd mérést végziink?
Példaul tegyiik fel, hogy el6szor egy Hadamard-mtiveletet alkalmazunk, majd mérést végziink,
mint a kovetkez6 képen:

Th A

Itt az egyetlen dllapotok, amelyeknél teljesen biztosak vagyunk a mérési eredményben:

H=2(1) h=5 () 421

(egy altalanos elgjeltdl eltekintve). Ez azért van, mert a Hadamard-miivelet a |+), |—) 4lla-
potokat visszaviszi a |0), |1) bazisallapotokba (ezt bemutattad a 4.5. gyakorl6 feladat-ban); és

90


https://www.quantum-quest.org/quirky/QuirkyQuest4.html#circuit=%7B%22cols%22%3A%5B%5B1%2C%22Measure%22%5D%5D%7D
https://www.quantum-quest.org/quirky/QuirkyQuest4.html#circuit=%7B%22cols%22%3A%5B%5B1%2C%22H%22%5D%2C%5B1%2C%22Measure%22%5D%5D%7D

ez utébbi allapotok pontosan azok, amelyeknél teljes bizonyossaggal tudjuk a végsd mérés
eredményét, ahogy fentebb targyaltuk. Ezt Gigy is ldthatjuk, ha kiszamitjuk a két mérési kimenet
val6szintiségét:
2 2
g0 = (11104;471) = (%o leJl) . (4.22)
Ha g1 = 0, akkor az allapot |+), mig ha g9 = 0, akkor az allapot |—) (egy altaldanos el&jeltsl
eltekintve).

Ezek mind olyan szdmitdsok, amelyeket mar tobbszor lattunk - de van egy érdekes meg-
figyelés, amit eddig még nem tettiink meg. Mivel egyetlen dllapot sem jelenik meg mind a
4.20. egyenlet-ben, mind a 4.21. egyenlet-ben, ez azt jelenti, hogy minden allapotnal legaldbb az
egyik eljards soran lesz valamennyi bizonytalansdg a mérési eredményben. Ez az eredmény

nem mads, mint a hires Heisenberg-féle hatdrozatlansdgi elv!
Tehetjiik ezt a megfigyelést kvantitativabba? El6szor sziikségilink van egy moédszerre, hogy
szdmszer(sitsiik a bizonytalansédgot vagy "véletlenszertiséget", amit egy p = ( 5(1’ ) val6szinfiségi

eloszlas ad. A kovetkez6 fiiggvény j6 vélasztds:

hatarozatlansag(p) = po(1 — po) = popi-

Ez a [0,1/4] intervallumba képez értékeket, minimélis, ha az egyik kimenet valdszintisége nulla
(azaz ha pg = 0 vagy po = 1), és maximalis, ha mindkét kimenet egyenl6en val6szini (azaz ha
po = p1 = 1/2). Itt egy dbra, amely meger0siti ezeket a tulajdonsagokat:

hatarozatlansag
A

NN

(e}
NIR -k,
[

Most tegyiik fel, hogy egy |¢) dllapottal kezdiink, és a fent leirt két eljaras egyikét hajtjuk
végre. Azaz vagy kozvetleniil mérjiik az dllapotot, vagy el6szor alkalmazunk egy Hadamard-
miiveletet, majd mériink. A megfelel$ bizonytalansagok hatarozatlansag(p) és hatdrozatlansag(q),
aholap = () ésq = (V) eloszlasokat a fenti 4.19. és 4.22. egyenletek adja meg. Ekkor:

hatarozatlansag(p) + hatdrozatlansag(q) > 0.

Val6ban, ez az egyenl6tlenség pontosan azt jelenti, hogy nem létezik olyan éllapot, amelynél
mindkét bizonytalansag egyszerre nulla. A kovetkez6 hazi feladatban egy er6sebb eredményt
fogsz bemutatni:

4.4. Hazi feladat: Bizonytalansagi kompromisszum

Mutasd meg, hogy minden |) qubit allapotra:

hatarozatlansdg(p) + hatdrozatlanség(q) = (4.23)

N
N~—

Tovébba, taldlj egy olyan |¢) qubit dllapotot, amelyre hatdrozatlansdg(p) = hatarozatlansag(q).

Bonusz kérdés: Allitsd el6 ezt az dllapotot a QUIRKY segitségével, és erésitsd meg, hogy
hatarozatlansdg(p) = hatarozatlansag(q) a QUIRKY hasznalataval.
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12 A képlet, amit éppen bizonyitottal a 4.4. hazi feladat-ben, meglehetSsen figyelemremélto:
megmutatja, hogy egyszer(i kompromisszum van a két eljaras bizonytalansagai kozott. Kiillono-
sen, ha az egyik eljarasnak nulla a bizonytalansaga, akkor a mésik egyenletesen véletlenszerti
eredményt ad!!3

12

13Ezt kozvetleniil is lathatjuk. Példdul, ha kozvetlentil mérjiik a |+) allapotot (egy olyan allapot, amelynek
nulla a bizonytalansaga a masodik eljarasban) anélkiil, hogy el6szér Hadamard-mftiveletet végeznénk, egyenld
valészintiséggel kapjuk a 0 és 1 kimeneteket.
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4.3. A gyakorl6 feladatok megoldasai

4.1. Gyakorl6 feladat megoldasa
[T @ [¥)
1 1 1 1
=|—=100) ——=|11) | ® | —= |01) — —= |10
(100 -5m) @ (1= 7510)

1 1 1 1
= —|0001) — = |0010) — = |1101 —|1110) .
> 10001) — ]0010) — 3 [1101) + o [1110)

4.2. Gyakorlé feladat megoldasa

Elészor irjuk ki a megadott szorzatallapotot a 4.2. egyenlet alakjdban:

@) ®|1) = \% |001) + % 1111).
Ebbol:
H, (|o*) ® 1)) = H, (% 1001) + % |111>> _ %HQ 1001) + %Hz I111)
1 1
= meHen +meHy e
1 1
:ﬁ|0>®|+>®|1>+ﬁ|1>®|_>®’1>

1 1 1
=ﬁro>®(ﬁ\o>+ﬁu>)®u> " ﬁm@(ﬁrowﬁm)@m
= 21001) + 2 [011) + 2 [101) — - [111),

ahol a 2.20. egyenlet haszndltuk a H hatdsdnak kiszdmitdsdhoz az alapallapotokon.

4.3. Gyakorl6 feladat megoldasa

1. A 3.12. gyakorlé feladatben lattuk, hogyan készitsiink |®~) allapotot. Igy a kovetkezd
aramkor megfelel a célnak:

Qubit3: |0

Fdh)
1V

. M
Qubit2: |00 —pH— H

Qubit 1: 10>

N
WV

2. Tme az eredményiil kapott allapot:

(CNOT,_; ® I)(|0) ® |®~)) = (CNOT,_; ® I) (% 000) — %2 |o11>)

1 1
v 1000) — 7 1111).
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4.4. Gyakorl6 feladat megoldasa

Legyen

[#) = ooo [000) + 1oo1 |001) + 10 [010) + o171 [011)
+ Y100 |100> + 101 |101> + Y110 |110> + 1 |111>

egy tetsz6leges harom-qubit kvantumallapot. A Toffoli-mtivelet alkalmazasdnak eredmé-
nye:

‘¢l> =T |¢) = ooo |000) + oo1 |001) + o109 |010) + P11 |011)
+ 100 [100) + 1101 |101) + 1h110|111) + 1111 |110).

A megvaltozott két bazisdllapotot félkovérrel emeltiik ki. Vedd észre, hogy az egyet-
len valtozds az, hogy a |110) és |111) amplitudéi felcserélédtek. Igy vilagos, hogy ha
Y b0 ¥2,. = 1,akkor Y b0 () },.)* = 1is teljesiil. Tehét a T kvantuméllapotokat képez
le kvantumallapotokra.

4.5. Gyakorl6 feladat megoldasa

1. Ha H-t alkalmazzuk |+)-ra és |—)-ra, a kovetkez&t kapjuk:

1 1

Hl|+) = HE(IW +[1)) = 5((10) + 1) + (10} = 1)) = [0),
1 1

H|-) = H\ﬁ(lm — 1)) = 5((10) + 1)) = (10) = 1)) = [1).

2. Az azonossag igazolasdhoz csak azt kell ellenérizniink, hogy a HZH ugyantgy hat a
bazis vektorokra, mint a NOT (linearitds miatt ez azt jelentené, hogy minden qubit
dllapotra ugyantgy hatnak):

HZH [0) = HZ—(0) + [1)) = H—=(0) ~ |1)) = H |-} = 1),

V2 V2
1 1
HZH|1) = HZ—(|0) — |1)) = H—(|0) + |1)) = H |+) = |0) .
Ry 710 —11) = H5(0)+ 1) = H[+) = [0)
Mindkét esetben a HZH invertdlja a bitet, tehat ugyanazt a mfiveletet hajtja végre,

mint a NOT.

3. A feladat els6 része megmutatta, hogy a Hadamard-kapu kétszeri alkalmazdsa nem
csinal semmit: HH = I. Igy,

Z = (HH)Z(HH) = H(HZH)H = HNOT H

ahol az utols¢ 1épés a feladat 2. részébdl kovetkezik.




4.6. Gyakorl6 feladat megoldasa

1. A 2.15. egyenlet hasznalataval,

U(0)U(61) [p(a)) = U(0:) [(a+61)) = [p(a+ 61+ 62)) = U(61 + 62) |9 (ax)) -

Ez barmely |ip(a)) dllapotra igaz, ami azt jelenti, hogy U(6,)U(6;) = U(P), ahol
0 = 601 + 0,. Ez geometriailag is vildgos: ha el6szor 0; szoggel, majd 0, szoggel
forgatunk, az sszességében 0 = 6, + 6, szogli forgatasnak felel meg.

2. Tme egy elegans megoldas. Emlékezziink vissza a 2.19. egyenletbl, hogy egy altalénos
titkrozést kétféleképpen fejezhetiink ki: V() = NOT U(0) = U(—0) NOT. Ha V(6;)-
re az els kifejezést, V (6, )-re pedig a mésodik kifejezést hasznaljuk, akkor azt kapjuk,
hogy

V(602)V(81) = U(—0,) NOTNOT U(6;) = U(—6,)U(8;) = U(6; — 6),

ahol felhasznaltuk azt a tényt, hogy két egymast kovetd NOT alkalmazédsa nem csinal
semmit, és hogy két egymadst kovetd forgatas egyetlen forgatdsnak felel meg, ahol a
két szog 0sszeadddik, ahogy fent is lattuk.

4.7. Gyakorl6 feladat megoldasa

A 4.14. egyenlet szerint [00] és [11] eredményt kellene kapnunk, mindkett6t 50% val6szin(i-
séggel. Valoban:

Qubit 3: 105

N
\.J

Qubit2: |0 N o

/7< 0.0%
Qubit1: |0 - H j—k[ﬂ .

0.0
S0 0%
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5. Kiildetés: kvantumalgoritmusok meghdéditasa

A kvantumszdmitégépek tanulmanyozdsanak egyik f6 motivacidja az a tény, hogy a kvan-
tumszamitégépek néhany problémat sokkal gyorsabban tudnak megoldani, mint a jelenleg
hasznalt szdmitégépeink. A kvantumszdmitégépek és a hagyomanyos szamitégépek meg-
kiilonboztetésére a klasszikus szamit6gép altalanos kifejezést fogjuk hasznalni minden olyan
szamitasi eszkozre, amelyet jelenleg hasznalunk. Ez magaban foglalja a laptopot vagy asztali
szamitogépet, de a nagyon kicsi szamitégépeket is, mint példaul az okostelefonodban vagy
okosdradban 1évdket, valamint a nagyon nagy és erds szuperszdmitigépeket, amelyek akér egy
egész szobat is elfoglalhatnak. Ami ezeket a szdmitogépeket megkiilonbozteti a kvantumszami-
togépektdl, az nem az, hogy mennyire nagyok, kicsik, lasstiak vagy gyorsak, hanem az a tény,
hogy bels6 mtikodéstiket a klasszikus fizika irja le (pontosabban az elektromédgnesség). Mas
szoval, a hardveriik olyan médon mtikodik, amely leirhaté a kvantummechanikat megel6z6
régi fizikai elméletekkel. Ez egy kicsit hasonlit ahhoz, ahogy Mozart és Bach zenéjét klasszikus
zenének nevezziik. Akarcsak a klasszikus szamitogépek, a klasszikus zene sem hasznalja ki teljes
mértékben a fejlettebb hangszereket, mint példdul az elektromos gitdrt vagy a szintetizdtorokat.

A klasszikus szamitoégépek hardverének kovetkezményeként minden altaluk tarolt infor-
maéci6 - legyen az kép, hangtdjl, vide6 vagy weblap — bitsorozatokkal, azaz nulldk és egyesek
hosszt sorozataival van dbrazolva. Ezt az informaciét olyan szabdlyok kovetésével dolgozzak
fel, amelyek leirjak, hogyan kell ezeket a nulldkat és egyeseket médositani, hogy hasznos vélaszt
kapjunk. Ezt az utasitassorozatot algoritmusnak nevezziik. Az algoritmusra tigy gondolhatsz,
mint egy receptre — olyan utasitdsok sorozata, amelyeket ha gondosan kdvetsz, megkapod a
kivant eredményt, példaul egy csokis brownie-t! Példdul egy algoritmus két bindris stringet
vehet bemenetként, és egy masik bindris stringet llithat el kimenetként, amely tartalmazza
a két eredeti string 0sszegét (amikor szamként értelmezziik 6ket). Akdrcsak a recepteket, az
algoritmusokat eredetileg emberek hajtottak végre. Val6jadban a ,szamitoégép” sz6 régen egy
olyan személyre utalt, aki szdmitasokat végzett. Manapsdg azonban az algoritmusokat valédi
szamitogépeken futtatjdk. Mivel a szdmitégépek altalaban nem tal okosak, az algoritmusokat
rendkiviil preciz médon kell lefrni szdmukra. Ez a leirds, egy program, az absztrakt algoritmus
konkrét megval6sitasa olyan médon, hogy a szamitégép megértse. Ehhez valamilyen progra-
mozési nyelvet kell haszndlnunk, amelyet a szamitégép képes leforditani elemi mtiveletekké a
nulldkon és egyeseken, majd végrehajtani 6ket a tényleges hardveren.

Amikor egy algoritmust tervezel, beprogramozod a szamitégépedbe és futtatod, azt szeret-
néd, hogy ésszerti idén beliil megkapd a valaszt. A vélasz megszerzéséhez sziikséges tényleges
id6 azonban sok tényez6tdl fligg:

1. milyen gyorsan hajtja végre a szamitoégéped a kiilonb6z6 elemi utasitdsokat,

2. aprogram bemenete merevlemezrdl, hal6zati kapcsolatrél vagy kozvetleniil a memariabol
olvasodik-e,

3. milyen programozasi nyelvet hasznalsz a program megirdsahoz (és a programot futtaté
fordit6 vagy értelmezé verzidja),

és igy tovabb. Ez nagyon megneheziti a kiilonb6z6 algoritmusok dsszehasonlitasat.

Hogy a kiilonb6z6 algoritmusok dsszehasonlitdsa konnyebb és igazsdgosabb legyen, a
szamitogép-tudosok nem azt nézik, mennyi ideig tart az algoritmus futtatdsa egy adott médon
konfiguralt specifikus szamitégépen. Ehelyett megszamoljdk, hany elemi mf{iveletet hajt végre
az algoritmus. Igy biztosak lehetnek abban, hogy magét az algoritmust hasonlitjak 6ssze, nem
pedig azokat a szdmitégépeket, amelyeken az algoritmusok futnak (valéban, egy j6 algoritmus,
amely egy nagyon lassd szamitégépen fut, rosszabbnak ttinhet, mint egy rossz algoritmus,
amely egy nagyon gyors szamitégépen fut). Pontosabban, amit a szamitégép-tudésok tudni
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akarnak, az az, hogy hogyan n6 a mtiveletek szdma az algoritmusnak megoldandé probléma
méretével. Valoban, minél nagyobb mennyiségti adatot kell feldolgoznod, annél tovébb tart,
fiiggetlentil attél, mennyire j6 az algoritmus. Tehat azt szeretnéd tudni, hogy az algoritmusod
képes lesz-e még mindig megbirkézni a feladattal, amikor az adatok rendkiviil naggyd védlnak. A
szamitogép-tudomdnynak azt a teriiletét, amely ezt tanulmanyozza, szamitasi komplexitdsnak
nevezziik.

A kvantumszamitdstechnikdban arra toreksziink, hogy olyan kvantumalgoritmusokat ter-
vezziink, amelyek szdmitdsi problémaékat oldanak meg kvantumallapotok manipulalasaval
bitsorozatok helyett. Az altalunk haszndlt elemi utasitdsok a kapuk lesznek, mint példaul a
Hadamard-kapu, a vezérelt NOT kapu vagy egy mérés. Kvantumalgoritmusainkat képi forma-
ban fogjuk meghatarozni egy kvantumaramkor segitségével, amellyel mar sok tapasztalatod
van a QUIRKY-ban. De hasznédlhatnank szoveges dbréazolast is, ahogy azt egy hagyoméanyos
szamitégépes programtol varnad. Példaul a bal oldali d&ramkort a jobb oldali programszoveg
reprezentalhatna:

CNOT q1 -> qg2;
H q1;
H q

ahol a q1 és g2 a két qubitet jeloli (emlékezz, hogy az als6 vezeték felel meg az elsd qubitnek).
Egy szamitdsi probléma esetén 0sszehasonlithatjuk az elemi utasitdsok szamat, amelyeket a
legjobb ismert kvantum- és klasszikus algoritmusok hasznalnak a megoldasahoz. Igy pontos
képet kaphatunk a jovébeli kvantumszamitégépek altal nydjtott elényokrol.

5.1. Beszélgetés orakulumokkal

Ebben a kiildetésben tobb kvantumalgoritmusra is rdpillantunk, és megnézziik, hogyan vi-
szonyulnak az ugyanazt a problémat megold6 klasszikus algoritmusokhoz. Mivel éltalaban
nagyon nehéz megérteni, hogy hany elemi mftivelet sziikséges egy adott szamitasi probléma
megoldadsdhoz, ebben a kiildetésben az algoritmus komplexitdsanak egy egyszertibb mértékét
fogjuk vizsgélni (ezt teszik a szamitégép-tuddsok is, amikor egy kicsit egyszertibbé akarjak
tenni az életiiket).

Amikor egy szamit6gép egy programot futtat, tobbféle tipusti mtiveletet kell végrehajtania.
A leglassabb tipusti miiveletek azok, amelyeknek adatokhoz kell hozzéférniiik. Példaul amikor
a memoridbol, a merevlemezrdl vagy — a legrosszabb esetben — egy masik, interneten kereszttil
elérhetd szamit6géprdl olvasnak. Miutédn a relevans adatdarabot beolvasta, annak feldolgozasa
viszonylag gyors lehet. Emiatt nagyjabol el tudjuk képzelni, hogy mennyi ideig fog futni egy
adott algoritmus, ha csak azokat az utasitadsokat szdmoljuk, amelyek adatokhoz férnek hozza.

Ezt talan ismered is, amikor egy bonyolult weboldalt vagy nagy dokumentumot nyitsz meg.
Eltarthat egy ideig, amig betolt6dik, de amint betolt6dott, a weboldallal valé interakcié vagy a
dokumentumban valé gorgetés és egy tjabb sor besztirasa altaldban elég gyors.

Egy masik médja ennek az elgondoldsnak, amit ebben a kiildetésben hasznalni fogunk,
az, hogy az informaci6, amihez hozza prébalsz férni, valdjdban egy masik algoritmus vagy
egy szubrutin altal jon 1étre az algoritmusodon beliil. Rdaddsul ez a szubrutin nagyon lasst.
Péld4ul lehet, hogy az informéci6ét a merevlemezrdl olvassa be vagy az interneten keresztiil fér
hozza. Vagy lehet, hogy nincs is azonnal rendelkezésre all6 vélasza, és ehelyett nullarél kell
eldéllitania egy nagyon bonyolult szdmitas elvégzésével. Akdrhogy is, ez a szubrutin mindig
nagyon sokdig tart, amig kitalalja a véalaszt, igy a lehetd legkevesebbszer szeretnéd meghivni.
Az ilyen szubrutint ordkulumnak nevezziik, mivel nagyon bolcs és minden valaszt ismer, de
egy kicsit lasst is, ezért id6be telik, amig atgondolja és megadja a vélaszt.

Formélisabban, egy klasszikus ordkulum nem mds, mint egy f: {0,1}" — {0,1} fuggvény,
ahol {0,1}" az dsszes n-bites bindris string halmazat jeloli. A fiiggvény x € {0,1}" bemenetére
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gondolhatsz kérdésként, a kimenetre, az f (x) bitre pedig vélaszként. Minden alkalommal,
amikor kiértékeled az f fliggvényt valamilyen bemenetre, egy olyan kérdést teszel fel, amely
megfelel annak a bemenetnek, és egy igen/nem vélaszt kapsz, amely megfelel a fiiggvény
értékének.

Példdul modellezhetjiik a merevlemezhez vagy memoridhoz valé hozzaférést egy ordku-
lummal. Mondjuk, ha 4 bit meméridd van, modellezhetjiik Sket egy f : {0,1}> — {0,1}
tiggvénnyel, amely egy bindris cimet kap, és visszaadja a megfelel bitet. Péld4ul, ha mind a
négy bitet meg akarod tudni, négyszer kellene kiértékelned f-et, hogy megkapd a négy értéket:
£(00), £(01), £(10), £(11).

Fontos megjegyezni, hogy a mi felallasunkban azok a szdmitdsi problémék, amelyeket meg
szeretnénk oldani, nem az f értékének megtalalasarol szolnak egy adott bemenetre. Valéban, az
ilyen problémak trividlisak, mivel megoldhat6k az orakulum egyszeri konzultdlasaval, mert
pontosan ezt csindlja az orakulum — megmondja neked a fiiggvény értékét barmilyen 4ltalad
valasztott bemenetre. Ezért a minket érdekld problémék dsszetettebbek. Amit szeretnénk, az az
f fiiggvény valamilyen tulajdonsdganak meghatdrozasa a lehetd legkevesebb kiértékeléssel.

Példaul tegyiik fel, hogy azt szeretnénk tudni, hogy f(x) = 0 minden x € {0,1}" esetén.
Ebben az esetben azt tehetnénk, hogy az ordkulumtél x véletlenszerti értékeit kérdezziik,
amig nem taldlunk egyet, amire f(x) = 1. Hamarosan mas példakat is latni fogunk az ilyen
problémakra.

5.1.1. Reverzibilis szamitas

Miel6tt teljesen belemeriilnénk az izgalmas Gj kvantumalgoritmusok keresésébe, el6szor gy6-
z8djlink meg arrél, hogy kvantumszdmitégépen tovébbra is ki tudunk szdmitani mindent, amit
egy hagyomanyos szamitégépen is tudunk. Mds széval, el6szor bizonyosodjunk meg arrél,
hogy a kvantumszdmitégépek valdjdban nem kevésbé erések, mint a hagyomanyos (klasszikus)
szamitégépek! Ez nem teljesen nyilvdnvald, mivel a kvantumszdmitégépek miikodése nagyon
kiilonbozik. Kiilondsen az, hogy a kvantumszamitégépen minden miivelet reverzibilis vagy
invertdlhat6, ahogy azt mar emlitettiik a 2.4.2. alfejezet és 4.1.3. alfejezet részekben, de ez
altaldban nem igaz egy hagyomanyos szamitégépre. Ki nem torolt még véletleniil fajlt, vagy
felejtette el elmenteni a valtoztatdsokat a dokumentumdban, elveszitve az 6sszes munkdjat? Ha
minden mftivelet reverzibilis lenne, soha nem kellene aggédnod ilyen trivialis dolgok miatt.

Ez felveti a kovetkez6 kérdést: hogyan lathatjuk, hogy a kvantumszamit6gépek mindent ki
tudnak szdmitani, amit a hagyomanyos szdmitégépek? Egy médja ennek az, ha megmutatjuk,
hogy a reverzibilitds val6jaban nem korldtozza azt, amit egy hagyoményos szdmitégép ki tud
szdmitani, és igy ez nem jelent korldtozast a kvantumszamitégépek szdmédra sem. Més széval,
megmutatjuk, hogy barmely szdmitds reverzibilissé tehetd, és igy futtathaté kvantumszamito-
gépen.

Hogy képet kapjunk arrél, hogyan lehet ezt megvaldsitani, nézziik meg a két bit logikai ES
fuggvényének egyszer(i péld4jat. Ha mindkét bit 1, az ES 1-et ad eredményiil, egyébként 0-t.
Tehat az ES figgvényt a kovetkezd fiiggvénytablaval dbrazolhatjuk:

X1 Xz | AND(xy, x2)

= -0 O

0
0 (5.1)
0
1

—_ O = O

A 3.1. alfejezet jel6lését haszndlva ezt matematikailag a kovetkezd miiveletként irhatjuk le két
biten:

[x1, x2] — [AND(xq, x2)].
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Nyilvanval6, hogy ez a m{ivelet nem reverzibilis, mert nincs ugyanannyi kimeneti bitje, mint
bemeneti bitje. Valdban, ha csak azt tudod, hogy két bit ES miivelete 0, akkor nem tudod
pontosan meghatdrozni a két bit dllapotat — ahogy a fiiggvénytdbla mutatja, hdrom lehetséges
opcio van.

Hogyan orvosolhatjuk ezt a problémét? Probéljuk meg megtartani az els6 bitet, és vezessiink
be egy masodik kimeneti bitet, amelyben a vélaszt taroljuk:

[xl, XQ] — [xl, AND(Xl, XQ)].

Ez jobb, mivel most két bitet képeziink le két bitre. De vajon reverzibilis-e? Azaz a kimenetbdl
mindig rekonstrudlhatjuk-e a bemenetet? Nos, biztosan rekonstrudlhatjuk a bemenet elsd bitjét,
x1-et, mivel az a kimenetben is megvan. De mi a helyzet x,-vel? Ha x; = 0, akkor a 5.1. egyenlet
szerint a kimenet [00] — fiiggetleniil x, értékétdl. Ez azt jelenti, hogy ismét nem tudjuk mindig
rekonstrudlni a bemenetet, igy ez a megkozelités sajnos szintén nem miikodik.

Ez kezd reménytelennek tinni. Egyéltalan lehetséges-e az ES fiiggvényt reverzibilis médon
megvaldsitani? Amikor elakadsz, ki kell 1épned a dobozbél! Ebben az esetben ki mondta, hogy
csak két bitre kell korldtozédnunk? Ha mindkét bemeneti bitet megtartjuk, és bevezetiink egy
harmadik bitet a valasz taroldsara, ez biztosan reverzibilissé teszi a miiveletet:

[xl,xz,O] — [xl, xz,AND(xl,xz)]. (52)

Most mar nincs probléma a mfivelet megforditdsaval — barmilyen kimeneti bitsorozat esetén
egyszertien elfelejthetjiik, mit tartalmaz az utolso6 bit, és helyettesithetjiik [0]-val, hogy vissza-
kapjuk a bemeneti bitsorozatot. Péld4ul, ha a kimenet [111], akkor a bemenetnek [110]-nak
kellett lennie.

Tehat készen vagyunk? Nem olyan gyorsan! Vegyiik észre, hogy a 5.2. egyenlet csak
részlegesen hatdrozza meg a miiveletet — ha a bemenet [111], vagy barmely mas 1-re végz6d6
bitsorozat, akkor a 5.2. egyenlet nem mondja meg, hogyan kell a m{iveletnek erre a bemenetre
hatnia. Mivel a négy 0-ra végz6d6é bemeneti sztringet négy kiilonb6z6 kimeneti sztringre
képezziik le, vilagos, hogy a 5.2. egyenlet-t valamilyen tetsz6leges médon kiterjeszthetjiik egy
harom bites reverzibilis m{iveletre. De van-e valamilyen szisztematikus médja ennek?

Ehhez vegyiik észre, hogy a 5.2. egyenlet az utolsé bitet [0]-r6l [1]-re véltja, ha AND(x1, x2) =
1. Hasonl6képpen, ha az utolsé bit torténetesen [1], egyszertien definidlhatndnk a miiveletiin-
ket gy, hogy visszavéltsa [0]-ra, amikor AND(x1,x2) = 1. Mads szoval, kiterjeszthetjiik a
5.2. egyenlet-t minden lehetséges bemeneti sztringre a kovetkez6képpen:

['xll ley] — [X], XZ,y®AND(X1, XZ)]/ (53)

minden x1, X2,y € {0,1} esetén, ahol ‘®” a modulo 2 6sszeadast jeloli.

A 5.3. egyenlet mtivelet most mar minden lehetséges bemenetre definidlva van. De végre
reverzibilis-e? Igen, az! Valdjdban ez a miivelet a sajat inverze! Azaz ha kétszer végezziik el a
miiveletet, visszakapjuk az eredeti bemenetet:

[x1, X2, y] > [x1, X2,y & AND(xq, x2)]
> [x1, %2,y @ AND(x1, x2) @ AND(x1,x2)] = [x1, X2, ).

A harmadik 1épésben felhasznaltuk, hogy a & a = 0 barmely a € {0,1} esetén, ldsd 3.20. egyen-
let. Tehét sikeresen talaltunk egy médot az ES fiiggvény reverzibilis kiszdmitdsdra.

5.1.2. Bit-orakulumok

Ez az otlet nemcsak a logikai AND fiiggvényre miikodik, hanem valdjdban barmely fliggvényre

f:{0,1}" — {0,1}
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amely n bitet vesz bemenetként és egyetlen bitet ad vissza. Barmely ilyen f fliggvényre
definidlhatunk egy reverzibilis mtiveletet (n + 1) biten:

(X1, X, Y] = (X1, X0,y @ f(x1, ..., X)) (5.4)

minden xi,...,x,,y € {0,1} esetén. Csaktigy, mint a 5.3. egyenlet, ez a miivelet is a sajat
inverze, azaz kétszer alkalmazva egyenértékii azzal, mintha semmit sem csindlnank.

Megnyugtat6, hogy barmely f : {0,1}" — {0,1} fuiggvényt reverzibilisen implementél-
hatunk, ahogy azt a 5.4. egyenlet mutatja. El8szor is, ez azt jelenti, hogy barmely klasszikus
szamitogépen végzett szamitds elvégezhetd tigy, hogy visszanyerhetjiik az eredeti bemenetet.
Masodszor, ha a szamitast reverzibilissé tettiik, kvantumszamitégépen is futtathatjuk. Ez azt
jelenti, hogy a kvantumszamitégépek mindent ki tudnak szdmitani, amit a klasszikus szamitogé-
pek! Harmadszor, ez azt jelenti, hogy barmely f fliggvényt implementalhatunk ordkulumként
egy kvantumszamitégépen.

Nézziik meg, hogyan is miikodik ez valdjdban. A 5.4. egyenlet-ben szereplé mfivelet
kvantumvéltozata a kovetkez6képpen definidlt:

Uy X1, X, y) = X1, X0, Yy © f(x1,. .., X0)) (5.5)

minden x1,...,x,,y € {0,1} esetén. A 5.5. egyenlet definiélja, hogyan hat Uy az n + 1 qubit
Osszes baziséllapotdra. Mint dltaldban, ezt a definiciot kiterjesztjiik egy tetsz&leges n + 1 qubites
allapotra a linearitds révén. Mivel Uy egyszertien permutdlja a baziséllapotokat, ellen&rizheted,
ahogy a 4.4. gyakorl6 feladat-ban, hogy ez egy érvényes kvantummdtiveletet definial.

A5.5. egyenlet-ben definidlt Uy kvantummitiveletet f bit-orakulumanak nevezziik (a 5.4. egyen-
let-ben szereplt fiiggvényt is nevezhetnénk klasszikus bit-ordkulumnak, de erre a névre nem
lesz sziikségiink). Az "ordkulum" kifejezés egyszertien azt jelenti, hogy ennek a miiveletnek
az alkalmazasa olyan, mintha egy mindenhaté ordkulumot kérdeznénk meg, hogy mondja
meg nekiink a fliggvény értékét barmely adott bemenetre. Nem tudjuk pontosan, hogyan van
implementdlva az ordkulum, sem azt, honnan szerzi a vélaszat, egyszerfien csak szamoljuk,
héany kérdést kell feltenniink az orakulumnak, hogy megtudjunk valamilyen tulajdonsadgot az
f fliggvényrdl. Sok érdekes algoritmikus probléma modellezhetd ilyen modon, ahogy azt a
kiildetés hatralévd részében latni fogjuk.

Az ordkulum koncepcidja kicsit hasonlit a "talald ki a szdmomat" jatékhoz. A barétod (az
ordkulum) kitalal egy szdmot, és te olyan kérdéseket teszel fel neki, hogy "a szamod x"? A
bardtod minden ilyen kérdésre "igen" vagy "nem" valaszt ad. Més széval, a bardtod egy olyan
fiiggvényt rejt, amely minden bemenetre "nem"-et ad, kivéve egyet (azt a szamot, amelyre
gondol). Minden kérdéssel, amit felteszel, tobb informaciét szerzel arrdl, hogy melyik szdm
lehet az. Elgondolkodhatsz azon, hany kérdést kell feltenned a szdm meghatarozasahoz. S6t, mi
lenne, ha a kérdéseidet egy kvantum ordkulumnak tehetnéd fel, mint példdul az Uy, a baratod
helyett? Kitaldlhatndd a valaszt kevesebb kérdéssel? A hét kiildetésében tobb érdekes példat is
latni fogunk, ahol ez valéban igy van!

Nézziink meg néhany példat a bit-ordkulumokra. Tegyiik fel, hogy f az ES fiiggvény. A
5.1. egyenlet szerint az ES-t értelmezhetjiik modulo 2 szorzasként, mivel AND(x1, x2) = x1%.
A megfeleld bit-ordkulum

Uanp |a,b,¢) = |a,b,c @ ab)

nem mas, mint a Toffoli-kapu a 4.4. gyakorl6 feladat-bol. Még n = 1 esetén és az f(x) = x
tiggvényre is, amely egyszer(ien visszaadja a bemenetét, érdekes eredményt kapunk: minden
a,b € {0,1} esetén

Usla,b) = |a,bDa).
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Ez nem mds, mint az ismers vezérelt NOT kapu CNOT;_,, a 3.47. egyenlet-bél a 3.2.4. alfejezet-
ben! Tehét a bit-orakulum konstrukcié reprodukal tobb érdekes kvantummiiveletet, amelyeket
kordbban kézzel definidltunk. A kovetkez6 feladatban megprébédlhatod implementalni az
Osszes tobbi bit-ordkulumot egyetlen bit fiiggvényeire.

5.1. Gyakorlé feladat: Bit-orakulum egy egybit fiiggvényhez

Legyen f : {0,1} — {0,1} egy fiiggvény egyetlen be- és kimeneti bittel. Egy ilyen fliggvényt
teljesen meghatéroznak az f(0), f(1) € {0, 1} értékek. Ez két bit, tehat pontosan négy ilyen
fliggvény létezik. Epp most beszéltiik meg, hogyan implementéljuk az Uy bit-ordkulumot
az f(x) = x fiiggvényre. Meg tudod implementélni az Uy bit-ordkulumot a masik harom
fiiggvényre QUIRKY-ben?

5.1.3. El6jel-ordkulumok

Mivel a bit-ordkulum Uy egy kvantummtivelet, nemcsak |x1, ..., x,, y) baziséllapotokra alkal-
mazhatjuk, hanem altaldnos kvantumallapotokra is. Miért szeretnénk ilyet tenni? Nos, ha
mindig csak "klasszikus" kérdéseket tesziink fel az ordkulumnak, akkor kevés esély van kvan-
tum gyorsitas elérésére! Ezt a motivaciot szem el6tt tartva, vizsgaljuk meg, hogyan viselkedik a
bit-orakulum Uy egy tetsz6leges f : {0,1}" — {0,1} fiiggvényre, amikor az utols6 regisztert
|—) = (]0) — [1))/V/2-re 4llitjuk. El8szor is, vegyiik észre a kovetkezd érdekes tényt:
NOT|-) = —(NOT |0) — NOT [1)) = —
V2 V2

Azaz, ha invertdlunk egy |—) dllapott qubitet, akkor egy elGjelet kapunk. Hasonl6képpen
kiszdmithatjuk, hogyan hat a bit-ordkulum egy |x1, ..., x,) ® |—) alakd allapotra. A linearitas
miatt a 5.5. egyenlet alapjan:

(1) =10)) = = 1[=)-

Us ([x1,. 00, %0) @ =)
1 1
=Ur(—=|x1,...,%1,0) — — |x1,...,x,,1
f(\/§| 1 1,0) \@‘ 1 n >)

1 1
— \ﬁ [x1, .o 20, f(x1,.00,x0)) — \ﬁ |x1, .o, %0, f(x1,..., %) ©1)

=|x1,..., %) ®

T (et )) = [f oy 00) @)
_ (_1)f(x1/-~~/x") |X1, ..., X)) @ |—).

Misképp megfogalmazva, az utols6 qubitet visszakapjuk a |—) adllapotban, de egy éltaldnos
minusz el6jelet kapunk, amikor f(x1,...,x,) = 1. Lényegében a kovetkezé kvantummiiveletet
hajtottuk végre az els6 n qubiten:

Of [x1, ..., xy) = (1)) 13y, (5.6)

minden x1,...,x, € {0,1} bitsorozatra. Az O r-et az f el6jel-ordkulumanak nevezziik.

Erdekes médon egy f: {0,1}" — {0,1} fiiggvény esetén az el6jel-ordkulum Of n qubiten
miikodik, mivel a kimenetet az amplitddban térolja. Ez kiilonbozik a bit-ordkulumtol Uf,
amely a kimenetet egy tovabbi qubitben tarolja, és ezért n + 1 qubiten miikodik.

Els6 ranézésre ugy tlinhet, hogy az el8jel-orakulum nem csindl sokat, mivel csak egy
altalanos eltjelet vezet be, amikor egy bazisallapotra hat, amir6l a 2.7. gyakorl6 feladat alapjan
tudjuk, hogy nem figyelheté meg. Azonban, amikor szuperpoziciéra alkalmazzuk, akkor az
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el6jel-orakulum relativ el6jeleket vezethet be, igy érdekes eredményt kaphatunk. Példaul n = 2
qubit esetén, ha egy altalanos kétqubites allapotra alkalmazzuk az Oy el&jel-orakulumot

) = oo [00) + o1 [01) + 10 [10) + 11 [11)
akkor a kovetkezét kapjuk:
Oy [9) = (=1)/®V4pq [00) + (1) @Dy [01) + (=1)/H04pyg [10) + (~1)/ gy [11)

Mint kidertil, az el&jel-ordkulum Oy val6ban hasznos, és gyakran sokkal kdnnyebben alkal-
mazhat6 kvantumalgoritmusokban, mint a bit-ordkulum Uy, igy mostant6l nem fogjuk tdbbé
hasznélni a bit-ordkulumot.

5.2. Gyakorlé feladat: Elgjel-ordkulum egy egybit fiiggvényhez

Emlékezziink vissza a 5.1. gyakorl6 feladat-bol, hogy négy olyan f : {0,1} — {0,1}
fiiggvény létezik, amelynek egy bemeneti és egy kimeneti bitje van. Meg tudod valésitani
mindegyikiik Oy el§jel-ordkulumat QUIRKY-ben?
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5.1. Hazi feladat: Hatdrozd meg a fiiggvényt az el6jel-ordkulumabdl

Tekintsiik a kovetkez6 kétqubites dramkort (mint dltaldban, az als6 vezeték az elsé qubit):

4 H Gf\ H |-
Melyik f: {0,1}2> — {0,1} fiiggvényhez tartozé el6jel-orakulum ez?
Otlet: Hasznald fel, hogy HNOT H = Z, ami kovetkezik a 4.5. gyakorl6 feladat-bol.

Roviden osszefoglalva, amit eddig elértiink: A bit-ordkulumok segitségével megkérhetiink
egy kvantumszamitégépet, hogy értékeljen ki egy f: {0,1}" — {0,1} fuggvényt pontosan
ugyanugy, ahogy egy reverzibilisen m{ikodé hagyomanyos szdmitégépet kérnénk meg erre
(hasonlitsd 0ssze 5.4. és 5.5. egyenletek). Ez azért fontos, mert azt jelenti, hogy nem almét ha-
sonlitunk kortéhez, amikor azt kérdezziik, hany kérdést kell feltenniink a bit-orakulumnak Uy,
hogy megtudjunk valamit f-r6l, szemben azzal, hanyszor kellene kiértékelni f-et egy hagyo-
maényos szamitégépen, hogy ugyanezt megtudjuk. Es mivel épp most mutattuk meg, hogy
az elgjel-ordkulum O mindig implementédlhat6 a bit-ordkulum Uy segitségével, nem tesz
kiilonbséget, ha ehelyett az elgjel-ordakulumnak O Ji tesziink fel kérdéseket.

5.2. Kvantumalgoritmusok

Ebben a részben tobb olyan kvantumalgoritmussal fogunk megismerkedni, amelyek egy szami-
tasi problémat sokkal gyorsabban tudnak megoldani, mint barmely klasszikus algoritmus. Az
ilyen gyorsitdsok nagyon meglep&ek, mert els6 ranézésre tigy tlinik, hogy a kvantummechanika-
nak semmi koze nincs a szamitdsokhoz. Ennek ellenére a kvantummechanikai jelenségek, mint
példéaul az interferencia, nagyon impressziv szamitasi gyorsuldsokat tesznek lehetévé. Ahogy
azt kordbban mar elmagyaradztuk, olyan szamitési kornyezetben dolgozunk, ahol csak a kérdé-
sek szaméat szdmoljuk. Vagyis feltételezve, hogy képesek vagyunk kiértékelni egy f fliggvényt
barmilyen bemenetre, hany bemeneten kell kiértékelniink ahhoz, hogy meghatdrozzunk vala-
milyen tulajdonsagot f-r6l. Masképp fogalmazva, ha hozzafériink egy orakulumhoz, amely ki
tudja értékelni f-et, hdnyszor kell haszndlnunk ezt az ordkulumot ahhoz, hogy meghatérozzunk
valamilyen tulajdonsagot f-rol.

5.2.1. Deutsch algoritmusa

Vasdrnap este van. Aliz és Boti épp most fejezték be a kvantumszamitas éra hazi feladatait, és
épp egy 3D-s filmet késziilnek megnézni. Amikor bekapcsoljdk a holografikus tévékésziilékiiket,
felfedezik, hogy a filmvetitést elhalasztottdk a Nemzetkozi Transzgalaktikus Allomaésrol érkezé
vératlan dramai hirek miatt. Szornyti baleset tortént, és egy két legénységi tagot, Hilat és
Imant tartalmaz6 modul levélt a f6 anyahajorél. Az utolsé iizenet, amit a modulbél kaptak,
az volt, hogy Iman megsériilt és erésen vérzik — siirg6sen vératomlesztésre van sziiksége. A
helyzetet bonyolitja, hogy Hila és Iman kissé sokkos allapotban vannak és elfelejtették a sajat
vércsoportjukat — csak arra emlékeznek, hogy mindkett&jiiknek A vagy B vércsoportja van.
A hirolvas6 a nagykozonséghez fordul segitségért, hogy javasoljanak egy médszert, amivel
Hila és Iman megallapithatjak, hogy ugyanaz-e a vércsoportjuk, mert ha ez lenne a helyzet,
Hila 4t tudnd adni a vérét Imannak, hogy megmentse az életét. Ez azért van, mert Hila és
Iman moduljaban 1év6 orvosi készlet tartalmaz egy limfo-transzkédert, amely képes barmelyik
vércsoportot az ellenkez6jére atalakitani. Igy még ha kideriilne is, hogy a vércsoportjaik nem
egyeznek, Hila 4t tudja alakitani a sajatjat az ellenkezjére a limfo-transzkdder segitségével.
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E hirek hallatdn Aliz és Boti azonnal elvetik a filmezés tervét, és elkezdenek azon gondol-
kodni, mit lehetne tenni Hila és Iman megsegitésére. A hirmfisor folytatodik néhany tovabbi
informéaciéval. Szerencsére kidertil, hogy a balesetben érintett modul tartalmaz egy adatbazis
chipet, amely térolja Hila és Iman vércsoportjat. Ezt modellezhetjiik egy f: {0,1} — {0,1}
fuggvénnyel, ahol

£(0) = 0 ha Hila vércsoportja A,
~ |1 haHila vércsoportja B.

£(1) = 0 ha Iman vércsoportja A,
~ |1 halman vércsoportja B.

Amit meg kell hatdrozni, az az, hogy f(0) = f(1) vagy sem!

A megoldas kézenfekvdnek tiinik: Hildnak és Imannak egyszertien kétszer kell lekérdeznie
az adatbézist, hogy kiolvassék a sajat vércsoportjukat, f(0)-t és f(1)-et, majd dsszehasonlitani
a két értéket, hogy lassak, ugyanazok-e. Sajnos a baleset részben tonkretette az adatbazis
chip vezérl6logikajat, és a hirolvaso jelenti, hogy az els6 lekérdezés utdn az adatbazis chip
valoszintileg teljesen ki fog égni.

A két f6szereplonk zsdkutcdba kertilt. Nyilvanvald, hogy barmely klasszikus algoritmusnak
kétszer kell kiértékelnie f-et ahhoz, hogy meghatarozza, vajon f(0) = f(1). Valdban, ha csak
£(0) értékét ismered, akkor az, hogy f(0) = f(1), még mindig fiigg f(1) értékétsl, és hacsak
nem szamitod ki f(1)-et is, nem tudndd megmondani, hogy f(0) = f(1). Hasonl6képpen,
ha csak f(1)-et ismered, nem tudod 6sszehasonlitani f(0)-val, hacsak nem tudod f(0) érté-
két is. Barmilyen stratégiat hasznélsz, mind f(0)-t, mind f(1)-et ismerned kell ahhoz, hogy
meghatdrozd, vajon f(0) = f(1). Tényleg nincs kitit ebbdl a helyzetbs1?

Néhany kézikonyv atlapozdsa utan Boti felfedezi, hogy az adatbdazis chipet kvantum mdédba
lehet kapcsolni. Ha be van kapcsolva, az adatbdzis chip mar nem klasszikusan értékeli ki
a fliggvényt, hanem ehelyett az Oy elgjel-orakulumot valdsitja meg. Lehetne ezt valahogy
felhaszndlni a probléma megoldasara? Aliz egy pillanatig gondolkodik rajta, és hirtelen rdjon,
hogy pontosan erre val6 Deutsch algoritmusa! Aliz és Boti gyorsan adtnéznek néhdny szdmitést,
hogy meger6sitsék, miikddik-e, és leiilnek, hogy intergalaktikus e-mailt irjanak Hildnak és
Imannak utasitdsokkal arrél, hogyan oldhatjdk meg a problémat. Az utasitasaik a kovetkezok:

1. Készitsetek el6 egy qubitet |[+) = (|0) + |1))/+/2 &llapotban.
2. Haszndljatok az adatbézis chipet kvantum médban az O mtivelet alkalmazasahoz.
3. Alkalmazzatok a Hadamard-kaput H a kimeneti qubiten, és mérjétek meg.

4. Ha az eredmény 0, akkor Hildnak és Imannak ugyanaz a vércsoportja, ellenkezd esetben
kiilénb6z6 vércsoportjaik vannak.

Vegyiik észre, hogy ebben az eljarasban Hila és Iman csak egyszer kérdezik le az adatbazis
chipet, hogy meghatarozzak, ugyanaz-e a vércsoportjuk. Itt van az algoritmus implementécidja
QUIRKY-ben:

004 H

I
X
I

Chip

fﬁ 100.0%

A kép azt mutatja, hogy az eredmény 1, tehdt Hildnak és Imannak kiilonb6z6 vércsoportjaik
vannak.

105


https://www.quantum-quest.org/quirky/QuirkyQuest5.html#circuit=%7B%22cols%22%3A%5B%5B1%2C%22H%22%5D%2C%5B1%2C%22Chip%22%5D%2C%5B1%2C%22H%22%5D%2C%5B1%2C%22Measure%22%5D%2C%5B1%2C%22Chance1%22%5D%5D%7D

De miért mtikddik Deutsch algoritmusa? Elemezziik 1épésrdl 1épésre. Az els6 Hadamard-
kapu létrehozza a |[+) = H |0) llapotot. Ezutén alkalmazzuk az Oy elGjel-ordkulumot, ami a
kovetkezd allapothoz vezet:

O¢ |+) :\zof|0>+\20f|1)
_ Lo RARIc)
= D10+ (O ).

A mésodik Hadamard alkalmazésa utan a kovetkez6 dllapotot kapjuk:

HOy |+) = (1) OH|0) + <= (-1)/VH 1)

1) (5.7)

Vegyiik észre, hogy a két elsjel (—1)f(0) és (—1)/(1) 6sszeadddik az els6 amplitadéban, de
kivonédik a masodik amplitadoban. f(0) és f(1) értékeitdl fiiggben minden amplitidoénél vagy
konstruktiv vagy destruktiv interferencidt fogunk megtigyelni (I1asd 2.6.1. alfejezet). Valéjdban
azt, hogy melyik amplitid6 marad meg, csak az hatdrozza meg, hogy f(0) és f(1) egyenlé-e
vagy sem:

f0)=f(1):  HOfl|+) = +10),
fO)#f(1):  HOgl+) =+1).

J6 gyakorlat ezt expliciten ellendrizni:

(5.8)

5.3. Gyakorlé feladat: Deutsch algoritmusanak ellen6rzése

Emlékezziink vissza a 5.1. gyakorl6 feladat-bdl, hogy négy f : {0,1} — {0,1} fuggvény
létezik. Minden fliggvényre szamitsd kia HOy [+) dllapotot a 5.7. egyenlet felhasznalasaval.

Az 5.8. egyenlet mutatja, hogy a végs6 mérés akkor és csak akkor ad 0 eredményt, ha
f(0) = f(1). Tehat Deutsch algoritmusa helyesen hatarozza meg, hogy f(0) = f(1). Fontos,
hogy az f : {0,1} — {0,1} fuggvényt csak egyszer értékeli ki az elGjel-orakulum haszndlatéval.
Ezzel szemben fentebb megbeszéltiik, hogy barmely klasszikus algoritmusnak sziikségszertien
kiilon-kiilon kell kiértékelnie mind az f(0), mind az f(1) fiiggvényértékeket.

Deutsch algoritmusénak egy mdsik értelmezése, hogy kiszdmitja az f(0) és f(1) két bit
Osszegét modulo kettd. Ez azért van, mert f(0) @ f(1) = 0 akkor és csak akkor, ha f(0) =
f(1). Valdban, emlékezziink vissza a 3.20. egyenlet-b6l, hogy a modulo ketté dsszeadds a
kovetkezéképpen miikodik:

X1 X2 ‘ X1 D x2

0 0 0

0 1 1 (5.9
1 0 1

1 1 0

Ezért is ismert a modulo kettd 0sszeg a két bit XOR-jaként (a "kizdré VAGY" roviditése), mivel
akkor egy, ha pontosan az egyik bit egyes.
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5.2.2. Hadamard-transzformadacio és interferencia

Bar Deutsch algoritmusa nagyon meglepd, csak nagyon kicsi javulést ér el a legjobb klasszikus
algoritmushoz képest, nevezetesen f 1 kiértékelését 2 helyett. Ez hasznos lehet, ha f kiértékelése
nagyon hosszu id6t vesz igénybe, mondjuk egy évet. De ha csak egy ezredmdsodpercig
tart, akkor a legtobb ember nem bannd, ha két ezredmésodpercet kellene vérnia a valaszra
(és sokkal kevesebbet fizetne érte, mivel nem kellene kvantumszamitégépet hasznélnia)! A
kvantumszamitégépek hasznossdganak demonstrdlasdhoz szeretnénk a szamitasokat tobb mint
kétszeres tényezdvel felgyorsitani.

Nincs remény nagyobb gyorsulds elérésére, ha csak egyetlen bit fiiggvényeit nézziik, mivel
ezek teljes mértékben meghatérozhatok két kiértékeléssel: f(0) és f(1). Ezért dltalanosabban
fogunk vizsgalni f: {0,1}" — {0,1} fiiggvényeket n bemeneti bittel, mivel sokkal tobb ilyen
fliggvény létezik (val6jaban 22 ilyen van). Ne feledjiik, hogy célunk nem egy fliggvény kiér-
tékelése (ezt valoban megtehetjiik egyetlen lekérdezéssel az ordkulumhoz), hanem inkébb a
fuggvény valamely érdekes tulajdonsdganak megismerése, amely a kiilonb6z6 bemeneteken
felvett értékeire vonatkozik. Vannak-e olyan tulajdonségai az n-bites fiiggvényeknek, amelyeket
nagyon hatékonyan tanulhatunk meg okos kvantumalgoritmusok haszndalatdval?

Deutsch algoritmusanak altalanositasdhoz figyeljiik meg, hogy annak kulcsfontossdgt dssze-
tevgje volt egy Hadamard-kapu H bevezetése az el6jel-ordkulum el6tt és utdn. Valami nagyon
hasonl6t tehetiink, ha n-bites fliggvénytink van. Ebben az esetben az Oy elGjel-ordkulum egy
n qubites kvantummdtivelet, igy egyszertien alkalmazhatndnk Hadamard-kapukat minden
qubiten az ordkulum el6tt és utdn. Azt a kvantummiiveletet, amely parhuzamosan alkal-
maz Hadamard-kapukat az n qubit mindegyikén, Hadamard-transzformaciénak nevezziik.
Emlékezziink vissza a 3.2.3. alfejezet-bol, hogy ezt a kovetkez6képpen irhatjuk:

H®---®H.

Nézziik meg el6szor, mi torténik, ha a Hadamard-transzformdciét egy bazisallapotra al-
kalmazzuk. A |0...0) esetében az eredmény egyszerlien az dsszes bazisallapot egyenletes
szuperpozicidja:

(H®---®H)|0...0) =H|0)®---® H|0)
1

1
:*“OH'1>)®"'®Tﬁ(|0>+|l>)

= (10...00) +10...01) +...+]1...11)).

s

5

Ez az allapot 2" baziséllapot szuperpozicidja. Van egy tomorebb moédja ennek a felirdsnak:

1
(H@--@H)0...00=—= Y, [yi- Yn) (5.10)
\/2>y1 ..... yn€{0,1}

-----

minden lehetséges vélasztasara.

Altalanosabban, egy tetsz6leges bazisallapotra alkalmazva a kimenet mindig az osszes 2"
bézisallapot szuperpozicidja, ahol minden amplitadé egyenld, kivéve az eldjeleket. Annak
pontos kideritése, hogy mik ezek az elgjelek, egy kicsit triikkos. Bemelegitésként probald ki
el6szor az n = 1 és n = 2 esetekre.

5.4. Gyakorlé6 feladat: Két Hadamard

Emlékezziink vissza a 2.20. egyenlet-bol, hogy H |x1) = (|0) + (=1)™ |1))/+/2, barmely
x1 € {0,1} esetén.
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1. Trd fel a H |x;) allapotot, tetsz&leges x; € {0,1} esetén, a kovetkezd formaban:

1
Hi) == ¥ 122y,
\/iyle{o,l}

ahol valamilyen kifejezés, amely x1,11 € {0,1}-t tartalmazza. Hatdrozd meg ezt
a kifejezést.

2. hulrd fel az (H ® H) |x1, x) allapotot, tetszSleges x1, x, € {0,1} esetén, a kovetkezd
forméban:

1
HoHmw) =3 ¥ (1),
yl/yZG{Oll}

ahol valamilyen kifejezés, amely x1, x2,y1,y2 € {0,1}-t tartalmazza.
Meg tudod hatarozni, mi ez a kifejezés?

R4jottél a megoldasra? Nagyszer(i, akkor tovabb olvashatsz!
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Altalénossédgban levezetheted a kovetkezd képletet, amely lefrja az amplitidok eldjelminté-
zatat, amit akkor kapsz, amikor a Hadamard-transzformaciét barmely n-qubites bazisallapotra
alkalmazod: Barmely x,...,x, € {0,1} esetén,

1
(H®®H) ’xll---/xn> = 7;1 Z (_1)xlyl+~~-+xn]/n ‘yl""/y”>‘ (511)
\/7 yl,...,ynE{O,l}

Most egyszertien altaldnosithatjuk Deutsch algoritmusat. Az n-qubites |0...0) bézis-
allapotbol kiindulva el8szor alkalmazzuk a Hadamard-transzformaéciét, majd az Oy elGjel-
ordkulumot a vizsgalni kivant f: {0,1}" — {0,1} fiiggvényre, és végiil egy tjabb Hadamard-
transzformdciét. Példdul n = 3 esetén ez a kovetkezé QUIRKY dramkornek felel meg;:

Qubit 3: 00—+ H H - H

Qubit 2: 004 H Horacle{ H

Qubit 1: 0+ H H H H

Altalanos 7 esetén a végs6 n-qubites allapot matematikai képlete:
(H® - @H)Of(H®---® H)[0...0). (5.12)

Le tudjuk irni ezt az dllapotot explicitebben? Mint kordbban, 1épésrdl 1épésre kiszamithat-
juk ezt. El6szor alkalmazzuk a Hadamard-transzforméaciét a csupa nullds bazisallapotra. A
5.10. egyenlet alapjan megkapjuk az 6sszes bazisédllapot egyenletes szuperpozicidjat:

(H®---®H)[0...00) = — Y |x1,...,x).
\/27 x1,.-,Xn€{0,1}

Ezutan alkalmazzuk az Oy eljel-ordkulumot:

Of(H® -+ @H)[0...0) = — Y (=1)f0rm) g, xy).

Mit eredményez a végsé Hadamard-transzformdacié? A linearitds miatt alkalmazhatjuk a
5.11. egyenlet-t minden bazis vektorra, igy a kovetkez6 kifejezést kapjuk a 5.12. egyenlet
allapotra:

(H® - @ H)Of(H®---© H)|0...0)

_ L Y (—1)f Frn) —_

= X
\/27 x1,..,X,€{0,1} \/27 y1,--yn€{0,1}
- oa(r ey e, 61

Y1,---yn€{0,1} x1,..,X,€{0,1}

(_1)x1y1+...+x”yn ‘yl/ . ,yn>

ahol felcseréltiik a két 6sszeget az utols6 egyenldség eléréséhez. n = 1 esetén ez pontosan
ugyanaz, mint a 5.7. egyenlet. Altaldban azonban ez a kifejezés elég nehézkesnek és nehezen
értelmezhetdnek tiinik — Ggy tlinik, mintha az dramkor a bazisallapotok valamiféle szuperpozi-
cidjat szamitand ki, ahol az amplitidé plusz és minusz jelek valami furcsa osszege!
Prébéljunk meg némi intuiciét szereznia |0. . . 0) amplitadéjdnak vizsgalataval a 5.13. egyen-
let-ban. Ennek a szamnak a négyzete annak a valészintisége, hogy amikor megmérjiik az n
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qubitet, minden eredmény nulla lesz. Mivel ez az amplitid6 megfelel az y; = ... = y, = 0-nak,
egyszertien a kovetkez6képpen adhaté meg:

zln Z (_1)f(x1,...,x,,)‘

x1,.-,%,€{0,1}

Mit jelent ez? Tegyiik fel, hogy Ny olyan bemeneti bitsorozat van, amelyre f nullat ad eredmé-
nyiil, és 2" — Ny olyan bitsorozat, amelyre f egyet ad eredménytil. Ekkor,

l 2 (_1)f(x] ..... Xn)

n
x1,...,xn€{0,1}

_ Ny—(2"-Nj)  2Np-2"

2n 2n

Két érdekes széls6séges eset van:'4

* Ha f egy konstans fiiggvény, akkor vagy Ny = 0 (a csupa-nulla fiiggvényre) vagy Ny = 2"
(a csupa-egy fiiggvényre). Mindkét esetben az amplitadé £2" /2" = +1. Mivel az dsszes
amplitadé négyzetének 0sszege 1 kell, hogy legyen, arra kovetkeztetiink, hogy minden
mas amplitiddénak a 5.13. egyenlet-ban 0-nak kell lennie. Mds széval, amikor f konstans, a
5.13. egyenlet-ban 1év{ dllapot egyszertien & |0. .. 0). Ha megmérjiik ennek az allapotnak
mind az n qubitjét, akkor minden eredmény nulla lesz.

* Ha f egy kiegyensiilyozott fiigguény, ami azt jelenti, hogy ugyanannyi nulla van, mint
egyes, akkor Ny = 2"/2 és igy az amplitad6 0. Ez azt jelenti, hogy ha megmérjiik a
5.13. egyenlet-ban 1év6 allapotot, akkor soha nem kaphatunk csupa nulla eredményt.
Tehat egy kiegyenstlyozott fliggvény esetén a mérési eredmények koziil legalabb az egyik
mindig egy lesz.

Figyeljiik meg, hogyan felel meg ez a két eset nagyon kiilonbz6 interferenciamintaknak
(lasd 2.6.1. alfejezet). Az els6 esetben a |0...0) amplitaddja £1-re er6sodik egy erésen fokusz-
alt konstruktiv interferencia miatt, mikozben az 6sszes tobbi amplitadé egyidejtileg elttinik
egy nagyon kiterjedt destruktiv interferencia miatt. A mésodik esetben a [0...0) destruktiv
interferenciat tapasztal, ami miatt mashol nem nulla amplitidék jelennek meg. A Hadamard-
transzforméci6 szemlélteti az interferencia kozponti fontossdgat a kvantumszamitéstechnikaban.
A kovetkez6 két szakaszban kulcsfontossdgti médon fogjuk ezt felhasznélni kvantumalgorit-
musok tervezésére nagy szamu qubit esetén.

5.2.3. Deutsch-Jé6zsa algoritmus

Hasznosak-e a fenti megfigyelések valamire? Igen, azok! Tegytik fel, hogy f: {0,1}" — {0,1}
egy ismeretlen fiiggvény, amely vagy konstans, vagy kiegyensulyozott. Ekkor létezik egy
egyszer(i kvantumalgoritmus, amely meg tudja hatdrozni, melyik eset 4ll fenn, mindossze f
egyszeri kiértékelésével (azaz Oy egyszeri alkalmazésaval).

Ezt az algoritmust Deutsch-J6zsa algoritmusnak nevezik, és 6t egyszerfi lépésben miikodik:

1. Kezdjiink |0...0) allapottal.
2. Alkalmazzuk a Hadamard-transzforméciét H ® - - - ® H.
3. Alkalmazzuk az f fliggvényhez tartozé Oy el&jel-orakulumot.

4. Ismét alkalmazzuk a Hadamard-transzforméciéot H ® - - - @ H.

14y = 1 esetén minden fiiggvény vagy konstans, vagy kiegyenstlyozott. n > 1 esetén ez nem igaz (pl. az ES

figgvény sem nem konstans, sem nem kiegyenstulyozott).
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5. Mérjiikk meg az 6sszes qubitet. Ha minden eredmény nulla, az f fliggvénynek konstansnak
kell lennie. Ellenkez6 esetben kiegyenstulyozottnak kell lennie.

Hogy lassuk, hogyan viszonyul ez a klasszikus algoritmusokhoz, vegyiik észre, hogy
béarmely klasszikus algoritmusnak legaldabb % + 1-szer kell kiértékelnie az f fliggvényt a leg-
rosszabb esetben. Valéban, tegyiik fel, hogy megismerjiik a fliggvényt a bemeneti bitsorozatok
felén (azaz 2" /2 bemeneten), és minden alkalommal ugyanazt a valaszt kapjuk. Ekkor még
mindig nem kovetkeztethetiink arra, hogy a fliggvény konstans, mivel el6fordulhat, hogy a
figgvény a maradék bemeneti bitsorozatok felén az ellenkezé valaszt adja, mikdzben még
mindig kiegyenstlyozott. Ez tehat a legrosszabb forgatékonyv. Ebben a forgatokonyvben
elpazaroltunk 2" /2 kérdést, és még mindig nem tanultunk semmi hasznosat. Ahhoz, hogy
biztosak legytink abban, hogy f konstans vagy kiegyenstulyozott, még egy bemeneten ki kell
értékelniink. Osszesen ez & + 1 kiértékelést jelent f-bdl, szemben a kvantum esetben torténd 1
kiértékeléssel. Vegyiik észre, hogy még mérsékelt értékek esetén is, mint példaul n = 100, ez
a kiilonbség olyan drdmai, hogy nem tudnad f-et ennyi alkalommal kiértékelni ésszerti idén
beliil (val¢jaban addigra a Nap kimeritené tizemanyagét, és 4t kellene koltoznod egy masik
naprendszerbe).

Osszefoglalva: Ha f: {0,1}" — {0,1} egy olyan fiiggvény, amely vagy konstans, vagy
kiegyenstlyozott, akkor a Deutsch-J6zsa algoritmus f minddssze egy kiértékelésével meg tudja
hatarozni, melyik eset all fenn. Ez exponenc1ahsan jobb, mint barmely klasszikus algoritmus,
amelynek a legrosszabb esetben %- —I— 1 bemeneten kell kiértékelnie a fliggvényt.

5.2. Hazi feladat: Deutsch-]ozsa futtatasa

A sérga doboz a QUIRKY-ben egy olyan fiiggvény eljel-ordkulumat implementalja,
amely vagy konstans, vagy kiegyenstlyozott. Implementéld a Deutsch-J6zsa algoritmust
QUIRKY-ben, és hasznald annak meghatarozasara, melyik eset 4ll fenn.

5.2.4. Bernstein-Vazirani algoritmus

Fentebb megbeszéltiik, hogyan haszndlhatjuk a Hadamard-transzformaciét egy érdekes problé-
ma megoldédsara. Adottegy f: {0,1}" — {0,1} fiiggvény és az igéret, hogy f vagy konstans,
vagy kiegyenstlyozott, a Deutsch-Jozsa algoritmus képes volt meghatdrozni, melyik eset 4ll
fenn.

Ebben a részben egy masik érdekes problémét fogunk megvitatni, amelyet ugyanennek
az eljarasnak egy enyhe valtozataval lehet megoldani. Mint kordbban, most is egy igérettel
kezdiink az ismeretlen f fliggvényrdl, amellyel dolgozunk. Ezuttal ahelyett, hogy feltételeznénk,
hogy konstans vagy kiegyenstlyozott, feltételezziik, hogy a kovetkezé specidlis formdju:

f(x1,...,x0) = X101 B ... B Xpay, (5.14)

aholay, ..., a, € {0,1} egy rogzitett bitsorozat, amely meghatérozza a fiiggvényt.
Ha n = 1, akkor csak két ilyen fliggvény létezik:

* f(x1) =0, amely megfelel a; = 0-nak, és
* f(x1) = x1, amely megfelel a; = 1-nek.
Ha n = 2, akkor mér négy ilyen fliggvény van:
* f(x1,x2) = 0, amely megfelel [a1,a;] = [0, 0]-nak,
* f(x1,x2) = xp, amely megfelel [a1,a5] = [0,1]-nek,

* f(x1,x2) = x1, amely megfelel [a1,a2] = [1,0]-nak, és
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* f(x1,x2) = x1 @ x2, amely megfelel [a1, a2] = [1,1]-nek.

Vegyiik észre, hogy mindegyik fliggvény az x; valtozok valamely részhalmazinak modulo kettd
Osszegét szamitja ki. Melyik részhalmaz? Amikor a; = 1, a megfelel x; valtoz6 beletartozik a
részhalmazba.

Altaldban 2" valasztasi lehetéség van az ay, . . ., a, bitsorozatra, és igy 2" fliggvény f létezik
a specidlis (5.14) formaban. Val¢jdban tigy gondolhatunk a 5.14. egyenlet-re, mint egy
modszerre, amellyel elrejtjiik az

a1, ..., a4]

bitsorozatot az f fliggvényben. Hdény kiértékelésre van sziikségiink a fiiggvénybdl, hogy
felfedezziik? Mivel

arra kovetkeztethetiink, hogy n kiértékelés az f fliggvénybdl biztosan elég. Barmely klasszikus
algoritmus esetén ez optimalis is: minden alkalommal, amikor kiértékeled a fliggvényt, csak
egyetlen bitet ismersz meg. Mivel az ismeretlen a4, . . ., a, bitek teljesen tetsz6legesek és n darab
van beldliik, legalabb n-szer kell kiértékelned a fiiggvényt, hogy mindet megismerd.

Most latni fogjuk, hogy egy kvantumalgoritmussal sokkal jobban teljesithetiink. Kezdésként
szamitsuk ki, hogyan hat a 5.14. egyenlet-ben szerepl6 fliggvény el&jel-ordkuluma a bazisélla-
potokra:

Of [x1,..., X)) = (=1) 0SS0l ey LX)

= (—1)@t N ) (5.15)

A masodik lépésben felhasznaltuk, hogy (—1)* csak 2 modulo kett6td] fligg (azaz attdl, hogy
a péaros vagy pdratlan), igy nem szamit, hogy modulo 2 6sszeadast (‘®’) vagy a szokasos
Osszeaddst haszndljuk. Hogyan lehet ezt az el&jel-ordkulumot implementélni? Val6éjaban nem
igazan érdekel minket, mivel algoritmusunk fekete dobozként fogja kezelni az orakulumot. De
mivel j6 gyakorlat, megprobalhatod kitaldlni a kovetkez6 feladatban.

5.5. Gyakorl6 feladat: Az elGjel-ordkulum implementéaldsa (opcionalis)

Ebben a feladatban implementdalni fogod a (5.14) formaja fiiggvények el&jel-orakulumat.
1. Amikor n = 2, négy ilyen fliggvény van, ahogy fentebb targyaltuk. Tudsz mindegyik-
hez talalni egy QUIRKY dramkort, amely implementalja az el6jel-ordkulumot?

2. Magyarazd el szavakkal vagy képekkel, hogyan implementalhatod az el6jel-ordkulumot
az altalanos esetben (azaz amikor n > 1ésazay,...,a, € {0,1} bitek tetszblegesek).

Most bemutatjuk a Bernstein-Vazirani algoritmust, amely felfedi a rejtett [a1, . . ., a,] bitsoro-
zatot az f elGjel-orakulumaénak egyetlen kiértékelésével:

1. Kezdjtink |0...0) allapottal.
2. Alkalmazzuk a Hadamard-transzforméciét H ® - - - ® H.
3. Alkalmazzuk az f fliggvényhez tartozé Oy el&jel-orakulumot.

4. Ismét alkalmazzuk a Hadamard-transzforméciot H ® - - - @ H.
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5. Mérjiik meg az osszes qubitet. A mérési eredmény pontosan az [ay, . . ., a,] bitsorozat.

Az algoritmus azonos a 5.2.3. alfejezet-ben taldlhaté Deutsch-Jozsa algoritmussal, kivéve az
utols6 1épést, amely még egyszertibb.

5.3. Hazi feladat: Bernstein-Vazirani futtatisa

A narancssarga g doboz a QUIRKY-ben az (5.14) alaku fliggvény eljel-orakulumat
implementalja n = 4 esetén. Implementédld a Bernstein-Vazirani algoritmust QUIRKY-ben,
és haszndld a rejtett [ay, a2, a3, a4] bitsorozat meghatdrozasara.

Miért mtikodik ez az algoritmus? Most rajtad a sor, hogy elvégezd az elemzést!

5.6. Gyakorl6 feladat: Bernstein-Vazirani ellendrzése

Az f(x1,x2) = xp fuggvény megfelel az [a1,a,] = [0,1] bitsorozatnak, ahogy kordbban
lattuk.

Mutasd meg, hogy amikor a Bernstein-Vazirani algoritmust futtatod erre a fiiggvényre, a
mérési eredmény val6ban mindig [a1, 42| = [0,1]. Ne csak QUIRKY segitségével ellendrizd
ezt, hanem ird le magad az allapotot minden 1épés utan.

A kovetkezd hazi feladatban elemezhetjiik az dltaldnos esetet:

5.4. Hazi feladat: Bernstein-Vazirani ellen8rzése (kihivast jelent6)

Mutasd meg, hogy amikor a Bernstein-Vazirani algoritmust futtatod egy (5.14) alakd fiigg-
vényre, a mérési eredmény 100%-os val6szintiséggel [ay, . .., a,].

Otlet: Mivel az algoritmus els6 négy 1épése azonos a Deutsch-J6zsa algoritmussal, a
mérés el6tti allapotot a 5.13. egyenlet adja meg.

5.3. Keresés Groverrel

Miutén biztonsdgosan visszatértek a Foldre, Hila és Iman j6 baratok lettek Alizzal és Botival.
Ugy dontenek, hogy egyiitt toltik a szilvesztert. Ez a nap egybeesik az éves kvantum lott6
sorsolasaval is! Tudjdk, hogy csak egyikiik nyerheti meg a f6dijat, de vajon ki lesz az? Ha a
négy fészereplénket bitsorozatokkal cimkézziik, mondjuk igy:

‘ X1 X2
Alice | 0 0
Bob | 0 1
Hila | 1 0
Iman | 1 1

akkor a lottét modellezhetjiik egy f: {0,1}% — {0,1} fiiggvénnyel, amely 1-et ad eredményiil a
nyertesnek megfelels bitsorozatra. Példaul, ha f(1,0) = 1, akkor Hila az idei lott6 nyertese.

Hogyan tudjak barataink meghatdrozni a nyertest? Klasszikus algoritmussal akdr haromszor
is ki kell értékelniiik a fiiggvényt a nyertes meghatarozdsahoz. Valoban, tegyiik fel, hogy
megtudjik, hogy f(0,1) = 0és f(1,0) = 0 - még mindig nem tudjék, hogy Aliz vagy Iman-e a
nyertes! Osi okokbdl, amelyeket mér rég elfelejtettek, a lott6 szabélyai csak egyszer engedik
meg a fliggvény kiértékelését. De természetesen a lotté 6rdommel alkalmazza az Oy elgjel-
ordkulumot barmilyen kétqubites allapotra, amit f6szerepldink szeretnének — elvégre ez egy
kvantum lotto...

Aliz és baréatai 0sszegyfilnek és elkezdenek toprengeni. Egy id6 utdn Boti tiirelmetlenné
valik és javasolja: , Kovessiik egyszeriien a Deutsch-]6zsa és Bernstein-Vazirani els0 néhdny lépését —
biztosan ugyanaz a triikk még eqyszer mitkodni fog...” A tobbiek nem igazdn tudnak jobb alternativét,

7 2z

igy nekiallnak és el6készitik a kovetkezd allapotot:
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(He H)(10)®10)) = [+) ® [+) = %(l00> +[01) + [10) + [11)).

Ezutan atadjak az dllapotot a kvantum lott6nak, amely alkalmazza az Oy elGjel-orakulumot és
visszaadja az allapotot. Jelolje a és b azt a két bitet, amely a nyertest cimkézi, azaz f(a,b) =1
és az Osszes tobbi fiiggvényérték nulla. Ekkor a lott6 4ltal visszaadott kétqubites allapot a
kovetkezé:

(]00) + [01) + |10) + |11) — 2 |a, b))

NI —

= 2(100) + [01) +10) +[11)) ~ |a, )
—[H) @) -2 @b,

ahol az els6 sorban a —2 |a, b) az egyik pluszjelet minuszjelre cseréli. A Hadamard-transzformacio
alkalmazdsa utdn a kovetkez6 dllapothoz jutnak:

|0) ® [0) — H |a) ® H |b)

=100) — 2 (10) + (-1 1)) @ (10) + (~1)° 1))
= —%(— 00) + (—=1)7[10) + (=1)? |01) + (=1)**P 111>)

Most barataink 0sszezavarodnak és nem tudjak biztosan, mit tegyenek. Hildnak tdmad egy
otlete: ,Nem igazdn tetszik nekem a minuszjel a |00) el6tt. Miért nem alkalmazunk egy olyan kvantum-
mifveletet, ami igy néz ki?”
|00) — —|00)
|01) > |01)
|10) +— |10)
|11) — |11)

(5.16)

Iman csatlakozik: , Azt hiszem, tudom, hogyan lehet ezt felépiteni egy vezérelt Z milvelettel és néhdny
NOT-tal...” Pillanatok alatt barataink a kovetkez6 allapothoz jutnak:

2 (100} + (~1)" 110) + (~1)? 01) + (1) 1))

Rovid id6 mulva Aliz rdjon: ,, Ez a kétqubites dllapot felirhaté tenzorszorzatként!”

—%(|o> +(=1)"[1)) @ (10) + (-1)" [1)) = —(H& H) |a, ).

Boti fellelkestil: , Aha! Csak egy iijabb Hadamard-transzformdciét kell alkalmaznunk és megmérni
mindkét qubitet...” Te is ki tudod taldlni, ki lesz az idei kvantum lott6 nyertese?

5.5. Hazi feladat: Kvantum lott6

1. Trd le a 5.16. egyenlet-ban szereplé kvantummdtiveletet egy vezérelt Z miivelet és
néhany NOT mfivelet segitségével.

Otlet: Emlékezz, hogy a CZ; ., vezérelt Z miivelet a kovetkez6képpen hat a |x, y)
béziséllapotokra: Ha x = 0, akkor nem csindl semmit. Ha x = 1, akkor Z-ként hat a
madsodik qubiten. A mult héten tanultad meg, hogyan lehet ezt felépiteni QUIRKY-ben.
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2. Epitsd fel QUIRKY-ben azt a kvantumalgoritmus, amelyet Aliz, Boti, Hila és Iman
kitalalt, és hatdrozd meg az idei kvantum nyertesét.

A kvantumalgoritmus, amelyet barataink éppen felfedeztek, a Grover-algoritmus egy spe-
cidlis esete. Grover algoritmusa a kovetkezd problémat oldja meg: Adott egy f: {0,1}" —
{0,1} fuggvény ordkuluma, megtalalja azokat az xi,...,x, € {0,1} értékeket, amelyekre
f(x1,...,x,) = 1. Ezt a problémét ugy is felfoghatjuk, mint egy lottényertes megtaldlasat
2" résztvevd koziil, vagy kevésbé prézaian, egy olyan elem megtalédldsat egy strukturélatlan
adatbazisban, amely megfelel valamilyen érdekes tulajdonsdgnak (strukturalatlan alatt azt
értjiikk, hogy az adatbazis elemei nincsenek rendezve vagy hasonlé médon). Ugyanazzal az
érvvel, amit kordbban emlitettiink, barmely klasszikus algoritmusnak a legrosszabb esetben 2"
bejegyzés koziil az dsszes, kivéve egyet meg kell néznie, miel6tt befejezné (az dtlagos esetben is
még mindig a bejegyzések koriilbeliil felét kell megnézni). Ezzel szemben Grover algoritmusa
csak v/2"-nel aranyos szamu alkalommal kell hasznélnia az ordkulumot, ami sokkal lassabban
novekszik n-nel! Grover algoritmusa egy nagyon sokoldalt eszkdz, amely négyzetgyokos
gyorsulast ad sok szdmitdsi problémara.

5.3.1. Szdgnagyitds

Az utols6 kvantumalgoritmus, amit megbeszéliink, egy nagyon fontos szubrutin, amelyet sok
mds kvantumalgoritmusban hasznalnak (példdul ez all Grover algoritmusanak kozéppontjaban
olyan fiiggvények esetén, amelyeknek tobb mint n = 2 bemeneti bitje van).

A probléma, amit ez a szubrutin megold, el6szor nagyon furcsanak t{inhet. Val6jaban ez egy
tisztdn kvantumprobléma, amelynek még értelmes klasszikus megfogalmazésa sincs. Ennek
ellenére természetesen jelenik meg kiilonb6z6 mas algoritmusokban, ami nagyon hasznossa
teszi a szubrutint. Ez kiemeli, mennyire kiilonb6z6ek a kvantumalgoritmusok mogott allo
otletek, és hogy 1j gondolkoddsmodokra van sziikség Gj kvantumalgoritmusok feltalalasdhoz!

Tovébbé ez egy olyan probléma példaja, ahol az ordkulumot egynél tobbszor kell konzultal-
ni. Ez kiilonbozik az 6sszes kordbbi kvantumalgoritmustdl, amelyeket ebben a kiildetésben
vizsgéltunk, és amelyek csak egyszer hasznaltak az ordkulumot.

5.6. Hazi feladat: Mi a sz6g? (kihivast jelentd)

Aliz és Boti kétségbe vannak esve. "Nagyon sajnéljuk a kellemetlenséget," mondjik neked.
"Elkészitettiik ezt a gyonyort V(0) tikrozést
T T
0= +@ or 0= —@ p

szoggel, de egyszertien nem emléksziink, melyik volt — csak a k > 1 egész szdmra em-
lékszunk!"" Ami még tetézi a bajt, hogy a kapu 6nmegsemmisit6 lesz, ha k-nal tobbszor
hasznéljak.

Tudsz nekik segiteni? A feladatod, ha elfogadod, hogy meghatarozd, melyik a két szog
koziil a helyes, agy, hogy a V(0) kaput legfeljebb k-szor hasznélod.

Otlet: Két egymast kovetd tiikrozés egy forgatést eredményez. Mit kapsz, ha kombinélod
aNOT-ot és V(0)-t? (Nem kell a 4.6. gyakorl6 feladat-ben szerepl altalanos képlet ennek a
kérdésnek a megvalaszoldsdhoz.)

"Ha ugy tetszik, gondolhatsz erre a tiikrozésre gy, mint egy ordkulumra, amely furcsa médon elrejti az
egyik szoget.
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5.4. A kvantumos utazisod

Ez az utols6 probléma zarja le A Kvantum Kiildetést. Ht, mar 6t hét eltelt — ez a szakkor igazi
utazds volt! Reméljiik, hogy jol érezted magad az elmult hetekben, és sok érdekes matematikat
tanultal.

Ha nem tudsz betelni a kvantumszamitdstechnikdval, ne ess kétségbe. Mostanra mar
tapasztalt kvantumbit-vardzslo vagy, és jol felkésziiltél arra, hogy 6nélléan tanulményozz egy
halad6bb konyvet. Miért nem nézel utdna, hogy a helyi konyvtaradban van-e példany Michael
Nielsen és Isaac Chuang , Quantum Computation and Quantum Information” cimi konyvébol?
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5.5. A gyakorl6 feladatok megoldésai

5.1. Gyakorlé6 feladat megoldasa

A masik harom fuggvény az f = NOT és a két konstans fiiggvény f(0) = f(1) = 0 és
f(0) =f(1) =1.
¢ A NOT fiiggvényre:

Unor |a,b) = |a,b ®NOT(a)) = [a,b®ad 1) = |a, NOT(bda)),

amit felismerhetiink, hogy egy vezérelt-NOT mtivelet és egy NOT mtivelet kompozi-
cidjaként irhato fel a masodik qubiten, azaz

Unor = (I ® NOT) CNOT;_».

QUIRKY-ban ez a kovetkez6képpen néz ki:

T

* A csupa nulla fiiggvényre f(0) = f(1) =0:
Ug |a,b) = |a,b),

tehat egyaltalan nem kell tenniink semmit:

* A csupa egyes fuiggvényre f(0) = f(1) = 1:
Usla,b) = |a,b D 1) = |a,NOT(b)),

tehat csak a masodik qubitet kell invertalnunk:

R
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5.2. Gyakorlé feladat megoldasa

Négy fuiggvény van: az ,azonossag” fiiggvény f(x) = x, a NOT fiiggvény, a csupa nulla
fuggvény és a csupa egyes fliggvény.

e Az azonossag fliggvényre f(x) = x, az 5.6. egyenlet igy néz ki
Of|x) = (=1)[x),

tehat ez pontosan a Z kapu:

* ANOT fuggvényre f(x) = NOT(x), ezt szeretnénk:
O |x) = (=1)NOT™ |x) = NOT ZNOT |x),

ami a kovetkez6 miiveletsorozatnak felel meg:

anull P e
N N

¢ A csupa nulla fiiggvényre f(0) = f(1) = 0:

Of|x) = [x),

tehat egyaltalan nem kell tenniink semmit:

e A csupa egyes fuiggvényre f(0) = f(1) = 1:
O |x) = = |x),

amit elérhetiink az els6 két ordkulum egymds uténi alkalmazéséaval:

N
L

Valéban, az els6 orakulum minusz el&jelet ad, ha x = 1, mig a mésodik ordkulum
minusz el&jelet ad, ha x = 0, tehat mindkét esetben minusz eljelet kapunk:

NOT ZNOT Z |0) = NOT ZNOT [0) = — |0),
NOT ZNOT Z |1) = NOT ZNOT(— [1)) = —NOT ZNOT |1) = —|1).

Az utolsé el6tti 1épésben a linearitast hasznaltuk a minusz eljel elére hozaséhoz.
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5.3. Gyakorl6 feladat megoldasa

Kiértékeljiik az 5.7. egyenlet-t mind a négy fiiggvényre.

* f(x) = x esetén:

HO, |4y = 1 (=1 1) + 1 _é_l) ) =1).
* f(x) = NOT(x) esetén:
HOf[+) = 2 oy + 22y = .
* A csupa nulla fliggvényre:
HO; [+) = 15210) + 5+ 1) = [0

* A csupa egyes fliggvényre:

N+
—~
—_
~—
=
~

HO¢ |+) = )+ - 1) = —0).

5.4. Gyakorlé feladat megoldasa
1. Itta helyén xy, all.

2. n = 2 esetén,

(H® H) |x1,%2) = (H |x1)) ® (H [x2))

1 1
D) @ | == ) (1) |y)
( y1€{01} \/Eyze{o,l}
L
2
1
2

Y, (=1)™(=1)"2|y) ® |y2)
e{o1}

Y, (DR |y, ),
y1.42€{0,1}

Y12

tehat a helyén x1y1 + x> all.
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5.5. Gyakorlé feladat megoldasa

1. Ime a négy fliggvény és azok fazis-orakulumai:

* Ha [a1,a2] = [0,0], Of |x1, x2) = |x1, X2), tehat a fazis-ordkulum egyaltalan nem
csindl semmit.

* Ha [a1,a2] = [0,1], Of |x1,x2) = (—1)™ |x1, x2), ami ugyanaz, mint [ ® Z.
* Ha [a1,a2] = [1,0], Of |x1,x2) = (—=1)™ |x1, x2), ami ugyanaz, mint Z ® I.

e Ha [ny,a3] = [1,1],Of |x1, 22) = (=1)17%2 |x1, x0) = (—1)*1(—1)*2 |x1, x2), ami
ugyanaz, mint Z ® Z.

Vilagos, hogy ez a négy mtivelet hogyan néz ki QUIRKY-ben.
2. Az altaldnos minta most mar egyértelmfi. Egy tetsz6leges, (5.14) alaka fiiggvényre:

Of %1, ..., xp) = (—1)F0F bl ) ) = (2R @ @ Z%) |x1,. .., Xn),

ahol Z! = Z és Z° = I. M4s széval, a j-edik qubiten akkor és csak akkor alkalmazunk
Z kaput, haa; = 1.

5.6. Gyakorl6 feladat megolddsa

Az 1. 1épésben ezzel kezdiink:

100)

A 2. 1épésben alkalmazzuk a H ® H-t és ezt kapjuk:

1 1
7 0+ ) e =10 +[1)

|00) + |01) + |10) + |11))

N

A 3. 1épésben alkalmazzuk az f(x1, x2) = x fliggvény Oy fézis-ordkulumat:

1

5 (100) —[01) +[10) — |11))

A 4. 1épésben ismét alkalmazzuk a H ® H-t, aminek eredménye:
1
5 ((H@ H) |00) — (H ® H) |01) + (H ® H) [10) — (H ® H) |11>)
1
=2 ((100) +01) + [20) + [11)) = (J00) — [01) + [10) — [11))

+ (|00) 4 [01) — [10) — [11)) — (|00) — [01) — [10) + !11>))
—|01).

Az 5. 1épésben mindkét qubitet mérjiik, és mindig a [0, 1] eredményt kapjuk.
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